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l. 

Über die Zusammensetzung gerader Linien und eine 

daraus entspringende neue Begründungsweise 

des baiycentrischen Calculs. 

(Von Ilerro Professor A. F. MöbiuB zu Leipzig.) 



1. Ifie einzigen SStze der Geometrie, die ich hierbei als erwiesen 
voraussetze, sind die zwei: „dafs zwei Gerade, deren jede mit einer dritten 
parallel ist, auch mit einander parallel sind,'' und ,.dafs Parallelen zwischen 
Parallelen einander gleich sind/' 

Im Folgenden soll durch Setzung des Gleichheitzeichens zwischen die 
Ausdrücke zweier geraden Linien, z. B« durch AB=CD, stets angezeigt 
werden, dafs die zwei Linien nicht blofs von gleicher Länge sind, sondern 
auch einerlei Richtung haben, so dats, wenn die eine Linie CD parallel mit 
sich forlgeföhrt wird, bis C mit A zusammenfallt, dann auch D mit B coln- 
cidirt. Mit dieser Bezeichnungsart lassen sich jene zwei Sätze kurz also 
ausdrücken : 

L Ist AB = CD und CD = EF, so ist auch AB=Ef\ 

IL Ist AB==CD, so ist auch AC^BD. 
Hieraus läfst sich sogleich weiter schliefsen: 

UI. Ist 1) AB^AB* und 2) BC = BC', so ist auch AC=AO. 
Denn nach IL folgt aus 1): AA'z=BB', und aus 2): BB'=CC; 
folglich nach L: AA'^CO; folglich nach IL: AC==A'0. 

IV. Ist 1) ^ß=:J'll', 2)BC=Äe, ^^CD=CD', 4)DE=D'E\ 
etc., so ist auch AD = A'D\ AE = A'E\ etc. Denn aus 1) und 2) folgt 
nach IIL: AC=A'C'i hieraus und aus 3) eben so: AD=^A'D'; etc. 

2. Sind AB, CD, EF mehrere, ihrer Gröfse und Richtung nach ge- 
gebene gerade Linien, und setzt man, von einem beliebigen Puncto P aus-» 
gehend, diese Linien parallel mit ihren Richtungen aneinander, macht also 
PQ=AB, QR = CD, RS=EF und bUdet somit die gebrochene Linie 
PQRS, so soll diese Operation die Zusammen^etzmig oder die geome^ 
irische Addition der gegebenen Linien heiben; zum Unterschiede von der 

Crelle^B Joornal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft \. \ 



2 /. Mob ins, zum harycenirischen CalcuL 

arithmetischen y als wobei blofs die Gröfse der Linien, nicht auch ihre Rich- 
tung in Betracht kommt. Die gerade Linie vom Anfangspuncte P bis zum 
Endpuncle Ä der gebrochenen Linie PQRS nenne man die //eomefrische 

Summe der Linien AB, und drflcke dieses hier aus durch 

AB^CD^EF ^ PS. 
Fällt der Endpunct iSf mit dem Anfangspuncte P zusammen, so ist die 
geometrische Summe Null, und man schreibe alsdann 

AB^CD^EF = 0. 
Wenn AB, CD und EF dieselbe Summe wie GU und IK haben, 
so schreibe man, um dieses auszudrücken: 

AB^CD^EF == GUyiK. 
Übrigens ist von selbst klar, dafs, wie auch die Puncte A, B^ C, D, ... . 
im Räume liegen mögen, stets sein wird: 

ABJ^BA = 0, AB-\'BC = AC, 

JBf l?C+C4 = 0, AB+BC+CD = AD, u. s. w. 

3. Wenn man, um AB, .... zusammenzusetzen, stall P irgend einen 
andern Punct P' zum Ausgangspuncte wählt und hiemach P'Q' := AB, 
(yR'=CD, R'S' = EF macht, so ist nach L: PQ^P'Q', QR = Q'RU 
RS:=R^S% und daher nach IV.: PS=^P^S'; d.h. die geometrische Summe 
bleibt dieselbe, welches auch der Punct sei, von welchem man bei der Addi- 
tion ausgeht. 

Die geometrische Summe mehrerer Linien ist aber nicht blofs von dem 
Orte des Ausgangspunctes, sondern auch von der Ordnung, in welcher man sie 
zusammensetzt, unabhängig. Denn macht man, um AB und CD zu addiren, das 
einemal, mit AB anfangend, PQ = AB, QR = CZi, und das andremal, mit CD 
anfangend, PQ' = CD, (yR'=^AB, so ist hiemach 1) PQ^Q^R' und 
2) PQ' = QR; folglich wegen 1): PQ'=^ QR', und = QR wegen 2); also 
A'mit R identisch, so dafs sich das eine- wie das andremal PA als Summe 
ergiebt. Eben so können flberhaupt bei mehrern zu addirenden Linien irgend 
zwei nächstfolgende mit einander vertauscht werden ; und da man von irgend 
einer Aufeinanderfolge mehrerer Elemente durch fortgesetztes Vertauschen je 
sweier nächstfolgenden zu jeder andern Folge der Elemente gelangen kann, 
80 wird auch bei mehrern geometrisch zu addirenden Linien, ganz wie bei 
der arithmetischen Addition, die Ordnung, in welcher man sie nach und nach 
verbindet, Jede beliebige sein können. 
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4. Sind die Linien AB, CD, EF, GH, IK ihrer Gröfse und Rich- 
tung nach gegeben, und macht man, von P ausgehend, PQ=^AB, QR=^ CD, 
i{S=Ef\ ST=GH, TU=1K, so ist AB-^CD+EF^PS, GH^IK 

^SU und AB^CD [^....^1K=PU, =:PS'\-Sü, nach 2. zu Ende. 
Setzt man daher 

0/.) ABi-CD^ EF = LM und (*.) «?» f IK ^ NO, 
so ist L31=PS, NO=:SU und ilÄ + CZ> + ....+ /!K = PS+iSÜ = 
LM-^-NO; d. h. man kann die Formeln (/i.) und (&.)) ^^^ ^^^^ ^o drei und 
mehrere solcher Formeln zu einander addiren. 

Ist die zu (a.) zu addirende Formel mit (n.) identisch, so kommt: 
AB^CD^EF^ AB'\^CD^EF = LM-^ LJM, 
oder, wenn mau, da Linien in jeder beliebigen Ordnung addirt werden kön- 
nen (3.), je zwei gleichnamige unmittelbar auf einander folgen l&fst, und 
unter m.AB eine Linie versteht, welche mit AB einerlei Richtung und eine 
Länge hat, die sich zu der von AB wie m zu I verhält: 

l.AB^2.CD^i.EF =^ i.LM, 
und eben so, wenn man m, mit (ci.) identische Formeln addirt: 

(f.) m.Aü^w.CD-\^m.EF = m.Lilf; 
wo m jede ganze positive Zahl sein kann. 

Unter derselben Voraussetzung in Betreff von m kann man aus (a.) 
schliefsen, dafs 

m ' m * m m 

Denn setzt man —.AB + ^.CD4'—.EF=^XY, so ist auch, weil 

man mit m multipliciren kann: AB'\'CD'\'EF=^m.XJrf folglich wegen («.): 

m.Xl = LIH, und daher XF=:-.Lilf. 

Eine Formel, wie (n.)? ^^^^ ^^^ daher, ohne ihre Richtigkeit auf- 
zuheben, mit jeder ganzen positiven Zahl, folglich auch mit jedem rationalen 
positiven Bruche, also, nach bekannten Schlässen, auch mit jeder irrationalen 
positiven Zahl multipliciren oder dividiren *). 

*) Dasselbe läfst sich aach leicht mit Hülfe der Lehre von ähnlichen Figuren dar- 
thun; so wie umgekehrt diese Lehre aus obigem Salze abgeleitet werden kann. So folgt 
z. B. aus der identischen Gleichung AB'\-BV=AC, dafs auch m.AB^m.UC = m.AC 
ist. Setzt man daher m.Aß—FG und m.BC—iUI, somrd ni.AC^FG-\'GH^FH; 
d. h. , sind zwei Seiten FG, GU eines Dreiecks den Seiten AB, BC eines andern parallel 
und ihnen proportional, so ist auch die dritte Seite FH des erstem der dritten Seite AC 

1* 
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1)88 Tflr die Formel (a) jetst Bewiesene mufs endlich auch ffir For- 
meln von der allgemeinen Form 

(0*0 a.AB {^c.CD-l .... =- I.L31 
gelten^ >vo a, c, .... und / beliebige positive Zahlen bedeuten. Denn wenn 
man darin a.AB — A'B', €.CD = Cn', elc. und l.LM^L'M' setzt, so 
wird diose Form auf die vorige (a.) zurfickgefflhrt. 

5. So wie in der Arithmetik a-|-* = r und a=^c~b identische 
Gleichungen sind, so kann man auch hier die Formeln 

I AB\CD=r.EF und 2. AB^EF—CD 
als idenlisch betrachten und AB den geometrischen Unterschied zwischen EF 
und CD nennen, wenn BF die geometrische Summe von AB und CD ist. 
Seilt man zu (t.) auf beiden Seilen Z>C hinzu, so kommt: AB =^ EF-^ DC, 
= EF — CD nach (3.)^ wonach eine Linie von einer andern geometrisch 
subtr^hiren nichts anderes heifst, als dieselbe Linie, nach der entgegenge- 
setilen Richtung genommen, zu der andern geometrisch addiren. 

Wenn daher in der obigen allgemeinen Formel (o.), gegen die dortige 
Annahme, eines oder etliche Glieder negative Zeichen haben, so kann man^ 
verlangt man hlofs positive Glieder, entweder das Minuszeichen eines Gliedes 
geradezu in Plus verwandeln« mufs aber dann noch den Anfangs- und den 
Gndpuncl der zugehörigen Linie mit einander vertauschen : oder man kann das 
negative Glied blofs mit Änderung seines Vorzeichens auf die andere Seite 
dos Gleichheitszeichens setzen. 

Oberhaupt gehl aus dem Bisherigen hervor, dals man dergleichen For- 
meln, wie («0^ voUkoromen so wie gewöhnliche Gleichungen behandeln kann« 
dafem sie nur rücksichllich der in ihnen vorkommenden Linien stets von linearer 
Form Ueiben« so dafs man nftmlich Glieder von der einen Sdle des Glach- 
b<j|«eichens auf die andere mit dem entgegengesetzten Yorzeicben bringen« 
•He Glieder mit derselb» Zahl multiplicareB oder dividiren, und iwej oder 

4f« Mitem paraBel wd ihr in dciasdben Vcttiiltiiisse proportioaal. Oder sind PG, GJf, 
HF rasf. di^a AB, BC, CA parallel« und &eUt naa desbalb FR ^p.AB, GB^^.BC, 
lfF«r«rj, so komat dafdi Addition dieser Fomda: ^ f.AB^^.BC^r.CA. 
bMMNT ist aber aadi i«.lff4^r«fiC+r«Cjf:sia und daher cNr*S0(|»-r).IK4>(^-r)lIC 
■B <K So lan^ ahfM- A^ B, C aida in einer Qefadea Begen^ k«M \>m zwei Linien, 
welcbe die Rklilnagea AB wd BC kabm. 4ie geonMtradie S«Mae nidil N«n sein, nd 
aa wik daM fobficli jed<r der GoeOkMrvtaa /t~r vnd f — r tianln NaI seta, abo 
^»f«r Md ftiiGUiHF^ABiBCzCA; d. k wenn die Sa«» MW Dieiecks FO J7 
d f n a» eines aadera ABC paraM sind^ 90 and sie ikaf« anck 
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mehrere solcher Formeln zu einander addiren, oder die eine von der andern 
snbtrahiren kann. 

6. Wir sind somit zu einer Rechnungsart mit geraden Linien gelangt, 
deren Richtigkeit, so lange die Linien Theile einer und derselben Geraden, 
oder mit derselben Geraden parallel sind, keines Beweises bedarf, und deren 
Zuläfslichkeit, wenn die Linien verschiedene Richtungen haben, aus den aller- 
ersten Sätzen der Parallelentheorie fliefst. 

Es Isrst sich aber diese Rechnung mit Linien noch auf eine eigen- 
Ihämliche Weise umgestalten; und dieses in Folge einer merkwürdigen Be- 
ziehung, welche bei geometrisch zu addirenden Linien zwischen den Anfangs- 
und Endpuncten der Linien Statt findet. Man habe z. B. die Linien AB und 
CD zu addiren. Da immer AB = AD'\^DB und CD^CB^BD ist, so 
yiirAAB^CD==ADi^DB-] CB4-BD = AD + CB,indemDB \'BD = 
ist. Sind demnach A, B, C, D irgend vier Puncto im Räume, so erhält man 
dasselbe Resultat, man mag die Linien AB und CDf oder die Linien AD und 
CB zusammensetzen; mit andern Worten: zur Zusatnmenseizuny zweier 
Linien reicht es schon hin, dufs man tveifii^ welches ihre Anfangspnncte 
{A und C) und welches ihre Endpuncle (B und Z>) sind, nicht aber wie 
letztere zur erstem gehören (ob B zn A und D zu C, oder Z> zu ^ und 
B zu C). 

Dasselbe Princip gilt nun, wie man leicht sieht, auch bei der Zusam- 
mensetzung von drei und mehreren Linien. Denn sollen z. B. die drei Li- 
nien AB, CD und EF addirt werden, so kann man zuerst, weil die Ord- 
nung, in welcher sie addirt werden, willkOrlich ist, und man daher beliebige 
zwei zu den zwei ersten nehmen kann, irgend zwei Endpuncte, wie B und D^ 
oder D und F, oder B und F, mit einander verlauschen. Können aber von 
mehrern in gewisser Ordnung auf einander folgenden Elementen je zwei mit 
einander vertauscht werden, so lassen sie sich durch Wiederholung dieser 
Operation in Jode beliebige Ordnung bringen, und man kann folglich die End- 
puncte B, D, F aof jede beliebige Weise mit den Anfangspunclen A, C, E 
verbinden, so daft z. B. 

AB^CD'\^EF = AF^CB^ED. 

Eben so läfat sich statt ^H-fiJC-f-CJ, worin J, B, C dieAnfangs- 
puncte und B, C, A die Endpuncte sind, setzen: AA'{'BB'\-CC; und da 
jede der Linien AA, BB, CC offenbar für sich Null ist, so mufs auch 
AB-\ BCyCA^Q sein (vergl. No.2.). 
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7. Da ei also bei Jeder beliebigen Anzahl geomeirisch zu addirender 
Linien immer nur darauf ankommt, zu wissen, welches die Anfangspuncte und 
welches die £nüpuncte sind, nicht aber wie letztere mit erstem zusammenge- 
hören, so wollen wir alle diese Puncto isolirt schreiben und zur Unterschei- 
dung den Anfangspuncten das positive, den Endpuncten das negative Zeichen 
geben, wollen also statt AB'\CD^'EF 

A^B^C^D^K-h\ oder A\^C^E-B-D-F 
schreiben; oder wie man sonst diese sechs Buchstaben mit ihren Zeichen auf 
einander folgen lassen will. Auch wird diese Ausdrucks weise noch dadurch ge- 
rechtfertigt, dafs, so wie der Ausdruck ^J, geometrisch genommen, eine Linie 
aB=() bezeichnet, auch A — A in arithmetischem Sinne =0 ist. In Überein- 
stimmung mit der Natur der geometrischen Zusammensetzung läfst sich daher 
die von einem Puncto zu einem andern zu ziehende gerade Linie, als durch 
welche der Unterschied zwischen der Lage der beiden Puncto bestimmt wird, 
im Calcul durch den Unterschied der beiden Puncto selbst ausdrOckcn. 

Da ferner, eben so \y\o AB'\CD =ADAr SC, auch a.Att^a.CD 
^=^ a.AD'\'H.BC ist, so wird man auch, wenn in einer Formel Glieder 
mit numerischen Coöfßcienten, wie a.AB, etc. vorkommen, statt derselben, 
uA — mB, etc., und daher statt 

(#/.j a. AB -^c.CD -{-.... = l.LM schreiben können: 
(«.•) tiA — aB^cC—cD^.... t= IL — IM; 
ond Jede Folgerung, welche man aus (a.) allein, oder aus (o.) in Verbindung 
mit noch andern ihr Ähnlichen Formeln, nach den in Nr. 5. bemerkten Regele 
aiehen kann, ist dieselbe; und keine anderen wird man auch aus (a.^) und den 
ihr Aiinlichen Formeln ableiten können. Liegen z. B. vier Puncto A, B^C^ D 
so, dafs AB'\ >CD=^'2Bt\ so wird man statt dessen ^ — Äf 2 C'—7/> 
^^iB—iC oder J -f 4 6^ = 1 1/ -{- *2 Z) schreiben und daraus unter Andern fol- 
gern können: 4C-4Ä+ll-.^ = 2/> — 2^, d. i. 4CÄ+Äi<==3ÖJ, 

Mit Formeln, wie (li.*)^ wird es demnach gestattet sein, alle die arilh- 
melischen Operationen vorzunehmen, bei welchen sie in Bezug auf die in ihnen 
enihalteuen Puncte von linearer Form bleiben; wobei noch der VortbeO Statt 
findet, dal» man sieh der Formeln, welche in geometrischer Bedeutung iden- 
tisch :»ind^ wie.^l' BC^=^AC^ nicht mehr zu erinnern braucht, indem solche 
in anthmetisch -identische A — B'\ B — C=^A — C) ikbergehra. 

8. Soll umgekehrt eine Formel, deren Glieder Producte aus Zahlen 
in Puncte sind^ Sinn und Bedeutung haben, so niila die Summe aller Zahlen 
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auf der einen Seite des Gleichheitszeichens der Summe der Zahlen auf der 
andern Seite gleich sein , d. h. die Formel mufs auch dann noch richtig sein, 
wenn alle Puncfe weggestrichen werden. 

So wird z. B. zum Bestehen der Formel 

1. aJ-fftß = cC 
erfordert, dafs a'\-b=^c ist. In der That wird alsdann 

aA-^aC^bC—hB, d. i. a.AC=b.CB. 
Haben aber, wie hierdurch angezeigt wird, die Linien AC und CB 
einerlei Richtung, und überdies den Punct C gemein, so liegt C mit^ und B 
in einer Geraden. Die Formel (1.) drfickl daher aus, dafs A^ B und C in 
einer Geraden liegen, und dafs sich dabei AC:CBs=b:fi verbflU. 
Damit die Formel 

2. aA\^bB^cC =^ dD 
bestehe, mufs i/-]-6-|-c = rf sein; woraus 

aA — aD-{^bB—bD = cD — cC\ 
d. i. a.AD^h.BD = e.DC 
folgt. Da die aus a.AD und b.BD zusammengesetzte Linie offenbar in 
der durch AD und BD zu legenden Ebene enthalten, oder doch mit der 
Ebene ABD parallel sein mufs, und die Linie die Richtung DC habeni, also 
durch den Punct D der Ebene gehen soll, so wird durch (2.) ausgedrückt, 
dafs Ay Bf C und D in einer Ebene liegen. 

Dasselbe folgt auch daraus, dafs, wenn man 

(a.) aA\hB = {a'Yb)E und daher 

setzt, R mit A und B^ und D mit E und C in einer Geraden liegt, also 
AB und CD sich in einem Puncto E schneiden. Dabei verhSlt sich 
(y.) AE.EB = b:a und EDiDC = cm+A. 

Mit diesen Proportionen läfst sich, wenn die Puncte A, B, C und die 
Verhaltnisse zwischen a, b, c gegeben sind, der Punct D bestimmen. Die 
linke Seite der Gleichung (2.) wird hiernach der Ausdrvck des auf der 
rechten Seite stehenden Punctes D genannt. Eben so ist in (1.) aA'\'bB 
der Ausdruck von C Umgekehrt hat jeder mit A und B in einer Gera- 
den liegende Piyict einen Ausdruck von der Form (1.), und jeder mit A^ 
B und C in einer Ebene liegende Punct einen Ausdruck von der Form (2.). 

In dem besondern Falle, wenn in (2.) ii-|-6=0, also b=^—a ist, 
mufs d--c sein. Aus (2.) wird alsdann: aA — aB = cD — cC, also 
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et.AB =^ c.DC, d. h* die Linien AB und DC sind einander parallel und 
verhalten sich wie € und a. Zu demselben Resultate gelangt man auch durch 
die Proportion (y.)^ welche, wenn b= — a ist, ABiBE ^= 1 : I giebl. 
Dieses ist aber, so lange ^ und A zwei verschiedene Puncte sein sollen, 
nicht anders möglich, als wenn Ey oder der Durchschnitt von CD mit AB, 
unendlich entfernt liegt. Bemerken wir daher noch, dafs aA — aB oder 
A — B, als Ausdruck eines Punctes genommen, einen in der Richtung AB 
unendlich entfernten Punct ausdrückt. 

In dem Falle, wenn in der Gleichung (2.) die Summe «-f *+^=0 
ist, wird D^ zufolge (/9.), ein unendlich entfernter Punct in der Geraden CC^ 
also ein in der Ebene ABC nach einer bestimmten Richtung unendlich weit 
liegender Punct. 

Ähnlicherweise zeigt sich, dafs, wenn^^ B, C, D nicht in einer Ebene 
liegen und 

3. fl^+AÄ+cC-f rf/> = (fl + Ä + (?+rf)ß 
gesetzt wird, E ein durch die Lage von A^ B, C, D und durch die Ver- 
hSltnisse zwischen a, b, c^ d unzweideutig bestimmter Punct im Räume ist; 
dafs, wenn ri-f-Ä-jc-f^ = ^^ *st, E unendlich entfernt nach einer bestimm- 
ten Richtung liegt, und dafs umgekehrt jeder Punct im Räume durch einen 
Ausdruck von der Form (3.) dargestellt werden kann. 

9. Die Rechnung mit Formeln der Art, wie (1.), (2.), (3.), ist es 
nun, die ich in meiner Schrift vom Jahre 1827 die „barycentrische"* genannt 
habe« Offenbar ist die gegenwärtige Herleitung dieser Formeln einfacher, als 
die in jener Schrift gegebene, indem dort ihre Erklärung noch ein System 
fremdartiger Hfllfslinien erforderte. Es wurde nämlich die Formel 
(a.) flJ + AÄ-f-fC-f-..,. = (a-j-Ä-fc-f ....)« 
als der abgekürzte Ausdruck der Gleichung 

(/9.) a.AA''\'b.BB^^c.C04'.... = («-{-ft + r-f-....)«?«^' 
angesehen, wo A% B\ C', .... und S^ die Durchschnitte einer beliebig ge-* 
legten Ebene b mit Linien waren, die man durch A^ B^ C, .... und S, 
parallel mit einer willkfirlichen die e schneidenden Richtung / gelegt hatte*). 



*) Die Gleichung (ß.^ kann aus der Formel (a.) <^uch sehr leicht mittelst der hier 
zum Grunde gelegten Principien hergeleitet werden. Es ist nämlich die Formel (a.) 
gleichbedeutend mit 

fl. JS-f6.J?S+c.C*+.... = 0, 
oder, da AS=z AA'^AS'-^SS', etc. ist, gleichbedeutend mit 
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Von der andern Seite kann freilich nicht geleugnet werden, dab M 
einer solchen Erklärung jedes Glied der Formel eine mathematische Bedeu- 
tung erhalt, während bei der hier gegebenen Darstellung die einseinen Glieder 
nicht als wirkliche GrorseU) sondern nur^ ich möchte sagen ^ durch ein Spiel 
des Calculs zum Vorschein kommen. Wie dem aber auch sein mag, so dflrfke 
doch das hier Aber die geometrische Addition Gesagte, und der innige Zusam- 
menhang, in welchem diese Lehre mit der barycentrischen Rechnung steht, 
einer Jüttheilung mcht ganz unwerUi gewesen sein. 



oder mit TU+ VWsss. 0^ wenn man 

a{AÄ''^S'S)+b(BB'+»S)+.... » 7T7 und 

setzt. Da aber AA^^ BB'^ .... und SS' sammtlich mit der Linie ) paraDel sind, und 
A'S\ B'S', .... in der Ebene § liegen, so mu& auch 7T7 mit I und VW mit e parallel 
sein; VW kann daher nicht nüt / oder TU parallel sein, weil { und f sich sclineiden 
sollen. Mithin liann die geometrische Somme von TV und VW nicht anders Nidl sein, 
als wenn jede dieser Linien einzehi Null ist. Dies giebt die Formeln 

a.A'S'^h.B'S'\.... = 0, 
von denen die drstere einalat mit der zu beweisenden Q9.) ist, die letztere aber an* 
zeigt, dafs, wenn die geometrische Summe mehrerer Linien Null ist, auch die geome- 
trische Summe der Projectionen dieser Linien auf eine beliebige Ebene durch PmOelen 
mit einer beliebigen Geraden Null isl. 
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2. 

Angenäherte Bestimmung der Function 

wenn n eine ganze^ gebrochene^ oder incomaiensurable 
sehr grofse positive Zahl ist 

(Von Herrn Professor Raaie in Zörioh.) 



Zweite Abhandlung. 



4r. 



Im 2ö8teii Bande dieses Journals habe ich die Grenswerthe der in der 
tliersehrift angedeuteten Function, tta den Fall ungegAen^ wenn n irgend 
eine posifive. Jedoch nur ganze Zahl vorsteDL So is. B. habe ich in No. 7. 
dieser Abhandlung unter mehreren andern ErgebnissMi auch folgende swei 
Ungleichheiten aufgestellt: 

wo 

^' " U^i« v + S*"^?*"^?« "^ — ) ~ Tu 

ist, deren Begründung mir daselbst jedoch nur für positive ^anze Werthe ge- 
lang. Nun hfitte ich allerdings der von einigen Analysten beliebten Schlul^ 
weise mich gleichfalls bedienen können , nAmlich: ^^Da die Ausdrflcke zur 
,, Linken und Rechten der Ungleichheitszeichen dieser hier aufgestellten Uo- 
,,gleichheiten continuirliche Functionen fOr s&mmtliche positive Werthe von n 
,, verbleiben, so bestehen solche nicht nur für alle positiven ganzen Werthe von n, 
,,wie bewiesen wurde, sondern auch für gebrochene und incommensurable 
„Werthe dieser Gröfse,'' um die allgemeine Gflltigkeit dieser Ungleichheiten 
in erhärten; allein wie unhaltbar eine solche ScUufsweise bei genauer ErwA^ 
gnng derselben sei, wird Jeder beistimmen, der mit Aufinerksamkeit in der 
Fnnctionenlehre «sich umgesehen und nur das, wovon er ungetrflbte Einsicht 
erlangt, auszusagen gewohnt ist. Mit der gegenwärtigen zweiten Abhandlung 
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beabsichtige ioh nun, die oben enrihnte Befdirinkuig der in der ersten Ab- 
handlung gewonnenen Ergebnisse, dals solche nimlich nur f&r positive ganie 
Werthe von n bestehen, auf eine durchaus einleuchtende Weise fu beseiti- 
gen; woao ich sofort flbergdie. 

1. 

Wir beginnen unsere Untersuchungen, indem wir, eben wie in der 
ersten Abhandlung, das die Function r{x) betreffende allgemeinste Theorem 
lu Grunde legen. 

Dieses Theorem stellt die Gleichheit 

r(na) = r(a)r(Ä+l)r(a+|.)...,r(a4.!i=-*)n''-^ 

auf, die fOr sAmmdiche positiven Werthe von a, und nur fOr positive ganae 
Werthe von n, Bestand hat. 

LAfst man in dieser Gleichheit n eine unendlich grofswerdende Zahl 
sein, so gelangt man, wie in No. 2. der ersten Abhandlung, auf die Gleichheit 

y^' logI\x)dx — mlogr(^)-j-(a— |oi)logcü + i(l— fe>)log2;r, 

wo 0) eine unendlieh- klein werdende, a eine beliebige reelle, jedoch nicht 
negative Gröfse vorstellt Diese (Weichheit kann man auch wie folgt steDen: 

(«0 y*"*logr(ar)rfar = ilog2ji+/(Ä), 

a 

wenn abkflrsend 

03.) f{a) = a»logr(^) + alog« 

gesetzt wird. 

Die Function /*(a), wie solche durch die Gleichung (/9.) dargestdlt 
wird, erscheint wegen der unendlich -klein werdenden Gröfse cii unter unbe- 
stimmter Form; dieselbe nun von dieser Gröfse cu zu befreien, so wie dann 
auch den Werth des bestimmten Integrals in (a.).bei jeder nicht negativen 
reellen Yerfflgung Ober a dargestellt zu erhalten, verfahren wir wie folgt 

1) Fassen wir zuerst den Fall ins Auge, wenii a eine unendlich-klein 
werdende positive Gröfse vorstellt, von der Form mto^ wo m irgend ein^. 
endliche und positive Zahl bedeutet 

Unter dieser Annahme geht die Gleichung (ß.') in 
f{mw) = cologr(m)-f«>ailog<o. 

Aber, aus welcher 

AO) = 

2* 
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fMOfCB wird; tdijSA hat ■>■ «ach (c) & btegnttestumimr 

1. y"'logr(x)^x = |log2.'i, 

waldie mit der aw der ffleichiiiig (3.) der erstes Alihndluif eiiierid ist 

TS Wem eiae redle positiTe ganse Zahl vorstdlt, so fdaagt wuat 

aar Keaatails Ton f{a) aaeh directer Bestiaiannig dealategtab ia (o.) aaf fol- 

geodeai Wege. 

Nach eiaer bekaaaten Relatiim der Fonction F(x) hat aian^ weaa m 

eiae gaaae Zahl ist, 

r(x+a) = x(ar+l)(x-f2)....(^r«-l)A>). 
Wird diese Gleiehong logarithmisch aafgelfeel, daaa aut dx aialtiplicirt 
uad Toa jr = bis x=1 iategrirt, so eryOl awi, mit Zadehaag' der ▼orUn 
aal^estdltea lategralbestiBmiong ia (1.)) die Gleichoag 

f'\ogr{xJ^4)ix 

=y*Iogx rfx+y 'log(x-f I) dx^. . . . y'log(r 4-0— 1) i^ ar-f ^10^?;!. 
• • • 

Maa hat aber, WMa r eiae tob x anabhjtngige Grölse vocsteUu £e lategral- 

g^eichnag 

/'log{x^r)dx = (i+r){log(|4-r)-l}-r{logr-l}, 

aas wddier, ebea wie ia der ersten Abhaadhiag, die folgrade geiogea ¥rird: 
r\agl\X'\'a)dx ='ir{rlogr— 1} — '^TV^gr— i}-f ilog2^, 

•/ rat rssl 

die mit folgender gleichbedeatend bt: 

2. f'logr(X'\^ä)dx = a(logÄ — i)+iIog?^. 

Wird liier in dem bestfnunten Integrale linkerband die Integratlonsvariable x 
dnrdi x — a ersetzt, so ergiebt sich endlich folgende Integralbestimmang: 

3. y^^*logr(x)rfar = iIog?7i+(logii-l}, 

weldie, eben wie die vorhergehende (die mit der Gleichong (4.) der ersten 
Abhandlnng einerlei ist}, für alle positiven ganzen Werihe von a> den Nnll- 
werth mitbegriffen, abgeleitet nnd sonach, vorlivfig wenigstens, blofs für diese 
Werthe als bestehend anzusehen ist. 

Vergleicht man femer diese Gleichung (3.) mit der oben aufgesteDten 
Gleichung (a.)) ^o ergiebt sich, da logr(x)^ wenn nur die reellen Werthe 
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ins Auge gefufirt werden, ab eine eindeutige Fonetion von x lu eri^eonen ist, 
folgende Besttmmmigsg^eidiiing fltar /\«r): 

die, eben wie die vorliergehende (3.), als nnr für positive ganze Werthe von a^ 
mitbegriffen den NuUwerth , bestehend yorlAnfig anzusehen ist. Dafs die hier 
gewonnenen drei Gleichungen (2.), (3.) und (4) fUr alle reellen und nicht 
negativen Werthe von a Bestand haben, werden ^r in folgendem dritten 
FaD darfhun. 

3) Wenn uamlich, drittens, a eine nicht ganze, jedoch positive Zahlen*- 
gröüie vorstellt, so begründen wjr die Richtigkeit der eben ausgesprochenen Be- 
hauptung in folgender Weise. In der Gleichung (/9.) ist man für a jede nicht 
negative reelle Zahl zu setzen berechtigt. Wird nun in derselben a = -^ ge- 
setzt, wo p und q beliebige positive ganze Zahlen vorstellen, die keinen gan- 
zen Factor gemein haben, so geht sie in folgende Aber: 

/(f) = «'»o«r(^)+f log«, 

oder auch in 

Da nun a nur eine endliche, wenn auch nodi so grolisieZaU vorstellen AnU 
so wird qm eine unendlich -klein werdende Zahl swi, die durch to' dargestellt 
und, in letzte Gleichung eingefbhrt, dieeelb« in folgende verwandelt. 

9f(!^) = «'Iogr(^) + /^lqgai'-/rlogy. 

Die Gleichung (/90 bietet aber vermöge der Unbestimmtheit jeder unendlich- 
klein werdenden Gröfse die folgende dar: 

/^(;,) = aiqog/-(^) + /iloga>'; 

also giebt die Subtraction dieser von der vorhergehenden Gleichung folgende: 

^f{\)-I^P^ = — /^logy. 
Bedenkt man endlich, dab man nach der oben aufgestellten Gleichung (4.), 
da p eine ganze positive Zahl vorstellt, die Gleidiung 

np) = p{\ogp-i) 
hat, so giebt die vorhergehende Gleichmig folgende: 

(,fiX) = ;,(log/i-l)-/f logy, 
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meriei isi. iiml ms weldier das Bestaadhabeii dw Gieidmg (4.) für ralkmale 
grtrocbeoe posithre Werthe von u auf onzweideiiUge Weisa kenrorgeliL 

Was endlidi die irrationaleo oder iacommeDsarabehi Werthe Yon a betrilt, 
so folgt das Bestaiidhilben der Gleichang (4.) filr dergleicheii Wertlie yon m 
aos dem Umstände, dafs so ein Werth von m jedesmal swischen zwei rationale 
gebrochene Zahlenwerthe gedacht werden kann, deren Unterschied jede be- 
liebige Kleiahdt eingehen kann; nnd da fbr jeden der lelstwen xwei Werthe 
Ton a die 6Ieidning(4.), wie oben bewiesen wurde, Bestand hat, so besteht 
solche vermöge der ContinniUt des Ausdruckes rechferhand dieser C3dchung 
auch für sftmmffidie Zwisdienwerthe, und sonach auch filr die erstgmannten 
Werthe von «; w. %. b. w. 

Es besteht also, dieses vorausgesetzt, die oben angestellte Gleichung (2.)? 
die in unserer ersten Abhandlung nur für positive ganze Werthe von m nach- 
gewiesen war, wie auch die aus derselben gefolgerte Gleichung (3.)) f&r afle 
poritiven reellen Werthe von a. 

2. 

Nunmehr wenden wir uns der im Eingange der vorhergehenden Nr. 
au^estellten allgemeinen Relation der Function r{x) abermals zu. Multipfictrt 
man solche mit na und berücksichtigt die Gleichheit 

r(Hc) = er<2r), 

so fgAX sie in folgende Ober: 

/'(l + nö) 

= na)l\a-f\)r{a^'j^)....r{aJr^^ 

die für alle .positiven reellen Werthe von a Bestand hat Wird diese nim lo* 
garithmisch aufgelöset und hierauf durch n dividirt, so hat man 
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oder ancb folgende Gleidnuig: 
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= A{iiogr(«)+togr(a+i-)4-....-fio«^(«+^)+*»o«A«+o} 

Wird hier »0= a gesetst, so wird « vermöge der Willkflrlichkeit der positiven 
reellen Zahl a jede positive reelle. Z^lil vorstellen können. Dadurch geht dann 
diese Gleichheit flher in: 

= l{iiogr(«)-f iogr(«+ -J)+iogr(«-f ^+....+iogi'(*+i5^) 

+ ^logr(o+ 1)} -loga- ^ log'i^, 
od« andi, wenn ^ostwellan 

m n 

gesellt wird, in folgende: 

==y{iiogr(a)+iogr(«+y)+iogr(a+.2y)+i...+iogr(«+(ii-i)f^) 

+ *logr(fl+ 1)} — aloga— lIog2^, 
wo tf and a l>elid>tge positive reelle ZahlengrOAien sind, die wegen an^=a 
der dniigen Beedurfinknng, d«n Qnoiient^r — als ganseZahl darinstellea, nn* 
teriiegen. Die weitere Umformung dieser GleicUieil, namentlich die Verbin-* 
dnng dersdben mit dw in voriiergeiiender Nr. unter (2.) anfgestelken Gleieb* 
heit, werden wir in der folgenden Nr. mittheilen« 

3. 

Wir legen dasselbe Theorem zum Gmnde, von dem wir in der ersten 
Abhandlung, in Nr. 4., Gebrauch machten, und verweisen cum bessern Ver- 
stindnisse des nun Folgenden auf diese so eben citirte Nr. 

Setaen wir der Kflrse wegen 

\o%l\a^x) = (p{x) 
und beieichnen die aufeinander folgenden Differentialquotienten von ipi^x) durch 
€pi(jc)^ 92(^)9 •••• 92m (^) 9 so haben wir gemäfs diesem Theoreme für den 
gegenwärtig beabsichtigten Zweck vorerst festzustellen, dafs der 2mte Differenz 
tfaiqiootient von 9(i?), mimlich (p^,,^ (^), fOr atte Werlhe von or =^ bis xc= 1 
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einerlei Vorieichen hebe. Dieses findet sich, Ihnlich wie in der ersten Ab- 
handlang, folgendemiaften. 

Nach dem fiegrilTe der Function r(T) hat man die Gleichung 

y(jc) BS (x-ja—n log Ar -flogt 2.dA...-k— 2 log(fl-f r-f a?), 

wo das Snmmenieichen Ober alle ganzen Zuhlenwerthe von r= o bis r = k—l 
sich erstreckt und k eine anendlich -grofs werdende positive Zahl isL SteDt 
man nun die successiven Differentialquotienten von ip{x') her. so ergeben sich 
folgende Bestimmungsgleidiungen : 

rsl-4 



y,(*) = »•^•^''f. (a+rV^)* 



rst-l 



1 



f^(«) « -1.2.3.... C>«-2) 2 ^,^.^4.^^-, , 

Ar tiBMBtioke r«cll«B W«rtlM tob x, u4 «wack iM^, wie «bea ^«ringt 
w«4«> ftr •!!• Wertbe tm x«=0 kb «=i I «in ui iimfti 
ud aw«r das pMiÜT« anniwt 

Da taraw m» di«s«i cWb til^dltMi Qächngca üe fo|gM«n 



t *• i 4 i^m. '^^ 



» 



fl^il^ c^^ M^ KiBtf^^M* av^v^^mI^ T^tfAN^ ^sf ^^A Vitfl^^pa^^^^ VWi ^^h_ 



S. Baaig, Fortsetzung VM No* 9, BaHd2ö, 17 

gewandt, folgende Gleichheit In Beng anf aUe positiTai Werthe tdb a: 

y^logr(a'\-af)dx 

= y{iIogr(a)+Iogr(<i-fyH....+logr(o+(n-l)y)+*Iogr(«-f-l)) 

WO nyssi ist, und F,, F«, Fe, .... die in No. 4. der ersten Abband« 
long festgestellten Bedeutungen beibebalten. 

Durch Yergleichung dieses Ergebnisses ndt dem Ausgangs Yoriger 
Nr. au^estdlten ergiebt sich folgende Gleichheit: 

- «Ioga+ilog2«-f^log;^^ü^ 

wo f'ss^-is-^ igL Eliminlrt man i'; so geht diese GlekUieit aneh in fol- 

grade Aber: 

r\gr{fl-\-ä)ix 

— a^j^Xa— -jjj:j-X4-f-,...-t-t— i; j-5;; xai,j. 

Diese Gldohhdt mit der in Nr. 1. unter (2.) aufgesteDtra yerbunden, die für 
dieselben Werihe Yon a besteht, giebt nach Weglassung des gemeinsamen 
Factors a folgende als das Endziel der vorliegenden Abhandlung anzusehende 
Gleichheit: 



^ i 1 ynr 1*2 vr i 1*2. 3*4 •wr' / 4 v«|.f 1 •2»8«4«».»(2äI-^2) 1»;^ 

= — «TTJ-Fa — -JJJ-F4+— ^^1 — Fe— .,..(— 1)-^ jpsjzj ^F^, 

die fBr alle positiven Werthe von a mit einer Genauigkeit besteht, daüsi die 
numerische Gröfse des Unterschiedes beider Thdie der Gleichheit kleiner als 
das Schlufsglied derselben isL 

. DieGleidiung(5.) in Nr. unserer ersten Abhandbmg stfmmt, wenn der 
Budistab n daselbst durch a ersetzt wird, mit der so eben aufgestellten Glei* 
drang in allen StfldLen flberein; nur ist jolfihe Uofs fllr positive ganze Zahlen- 

CMto*i Jonniml f. d.lf. nd.XXVin« Heftl. 8 
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t, Mmak; 



mmlh.9. 




WOB C 



hala 
/Xi-i^)=«-ir(2«)r^.^ •-« - * « - •....« 



1.1.»».. 



r^ 



Um £• Grtbe ^ 



Al-i-«) 






i.T 



-tr. -1;»T. 



9' '.• -.-, 

«. s. w., 
«C wie fie obig« OacUeit, gieicUdb fiBr stutBche polilim redka Weithe 
▼M ff, Kdl Bi&Qgrif», BcdaBd baben. 

Sooft bafcca wir ieam £e EcyeboisM iet «nteo Abhmim', fie wir 
Ja Sr. 7. tedbrt iiiowiroiliillrf. tm icr dort «■ ScbhMo 
■M ITniiliiftiiliin befielt wai dadard das om m fiagaag« 
Hbhidhinf gestedKle Eadciel erreicht, m dab der C e g w ulaa d fieser beiden 
r, fkr jeW waugsteai, Ar gOTcUossea n erUlm igt 
Zflrtdi, IB Afiü 1643. 



Redactiou des ^fachen Integral- Ausdrucks 

• • 

in welchem ai, o,, •••• 0p, tz^, »,, ..«. ;i^, ri, ri, .... r^ con- 

stanteGröfsen, jci, x,, .... jCp die lotegrationsvariabeln 

sind und (p eine beliebige Function ist, auf ein einfaehee, 

dieselbe Function ^ enthaltendes bestimmtes Integral. 

(Von Heim Prof. Raabe in Zfirioh.) 



Im iwriten Bande meiner Differensial- nnd Integralrediniiog, in Nr. 822., lM]>e 
idi (bs Doppel- Integral 

fy\{x'^^f)dxdr 

durch Umsetsung der IntegralionsYariabeln x nnd y in n mid v mittel» der iwei 



X = i^cosü, y = V Sinti, 

von der AusmiUeliing eines einfachen bestimmten Integrals ahhängig dargesteltt 

und dorch die vermittehden Gleichungen folgende Redocdonagleichnng gefunden: 

fy%{x'^f)dsdy «: \nf^9{x)dx. 

Nadidedi ich diesen, «bi dm gyntlietiscben Thefl der LOsnng erreicht, habe iA 
dann auf analytischem Wege, darch Umsetzung der Yariabdn x and >■ im Dop- 
pel-Integrale Hnkerhand in xy^a and yib, folgende allgemeine Rednctions- 
gleichong erhalten: 

Cbws in Ahnlicher Weise werde ich mich in der vorliegenden Abhand- 
lung zuerst mit dem synthetischen Theile befassen^ der» wie der Erfolg £digen 
wird, blofs die Reduction des Doppel -Integrals 

f^fip{x^\r)^^ir 

o 

8* 



mT da «UM« ^«sliaalas I^tagnl kelrill, nd 

W«f« Mck nd Mnk n 4<r is d« OWscMft ■■ninyortnini RcAMliai 

i. 
Dt» Dop^-lMagnl 

• e 

li w tl Af y «iM WleUgeFudiM leiwiel sd a s«woU ab ■ 

nrt atiti aMt int » mi y ndetat md «m «MfiMkes, dw FoMäai y Mdi 
iilidfaMdw ><ati— ite btafnl nrtcknkriigai BA^kk; wie sofort g eicigt 
Wttdtti mL Wir sldm n fcjM i Iwccko kiftati» iwd 



■ Nr. SU 

WM aiMM di» M » aa|<i^fa T«Ulo r u 
nroi CTiiirtw(p>o «nEhmhC^ i» «ffMt sidk 

Clitil » W> d«rtl 



« s= O «ad • =s ac, 
» ji%t. iift $ii$«i:«ft% «hw CnfiKscöwii &» «iw «Abt &» atev iir ■ 
dw «ftw «Urt» 3^-. «%«adDaK Caiftp— ^fTiiFiiiB «dhb •off«L-l»> 



* — *£ *»■ ^ ^ 



-T« Bäuke, Kedmtion eines iHtegrul^AMeirueke. %\ 

her, 80 ergiebt sich 

Hilf 

wodurch man folgende UmformnngsgleiGhQng erhält: 

J J 9(«^+y")*^*r=i^y y 9(t/»)i;* » Sinti- costt" 4vi% 

• • • • 

die anch mit folgender gldchbedentend ist: 

y y q>(^+y)dxdy=^^ rin»- cos«- Ai.y yCt/^t;'- « 4b; 

• • • e 

und da ans dieser die Bestimmnng nnseres vorgelegten Doppd- Integrals von 
der eines Products swrier, in keinerlei gegenseitigen Abhängigkeit stehenden 
einfadien Integrale abhängig erkannt wird, so ist der eigentliche synthe- 
tisdie TheO der Aufgabe jetzt herbeigeffthrt; von der ans wir nnnmehr anf 
analytischem Wege das im Eingange gesteckte Endziel zn erreichen trach- 
ten werden. 

Berflcksichtiget man zuerst die in Nr. 223. des ersten Bandes un- 
serer Differenzial- und Integralrechnung aufgestellte Gleichung (48.), vermöge 
welcher 

J rinn" *co8ir 'rf«=:^ 7; ]'*' 

\m'Hf 
ist, wo die Fanction r^z) dnrdi die Gleichung 

r(«) ^fx^-^e^ix 
defairt wird; so geht die ob^e Umformmigs« oder Rednetionsgleidraiig in 

oder aach, mit Beachtung der durch die Oleichheit 

2. nx -f «) = zr{z) 

aoBgedrfldrten Eigenthfimlichkeit der Function /^(sr), in 

nbw; die fftr alle positiven angebbaren reellen Werthe von m und » Bestand hat 



32 '« Raabt^ Reduetian dt^a Integral •Aumirudis. 

2. 

Mit Hülfe der in der vorigen Nr. gewonnene Rednctionsgieiclinng («.) 
0ind wir auch den dreifaclien Integral-AnsdmdE 

f^ rf^ q>{pir\Y'^z^)dx dy dz, 
• • • 

in welchem nt, n, p reelle nnd positive angebbare Wertbe haben und der nur noob 

von der Aiismittelung eines einzigen einfachen bestimmten Integrals abhangig ist, 
welches dieselbe, durchaus willkoriicbe Function 9 enthält, darzustellen im Stande. 
Es besteht nfimlidi, besagter Reductionsgleichung (a.) gemftfs, folgende 
Gleichung: 

ibo bietet sich zonftchat folgende Umforunmgsgieichung dar: 
f'^f^f^ip{air\'f'\$f)dxdrd% 

o • 






= 2—^ ~ — : ■ "W / <p(v»+«^)v"''-"'rft;rfr. 



O O 



Wird nun im Doppet-Integrale rechterhand 

v" durch t;^, also v^'^^^Uv durch 57^, 
wsetzt, so erhAll man, beachtend die Gleichheit (2.) vorhergehender Nr., folgende: 









(m+»)r(l+l)< 

Nun hat man , gleichfalls mit Hfilfe der Reductionsgleichung (a.) vorhergehen- 
der Nr . 

oder auch^ beachtend die Gleichheit (2.) vorhergehender Nr«, folgende Gleich.ung: 



3. Raab*, Btckution emet ImUgralmAtudrtidu, 23 

y y "9» (t;^=+^+ «P) dv dz 



• • 



71 i i;r~J <p(v*)ir " ^ iv; 



P 
•bo ist 



y*y y'y (a?" + r" +«")<'*<'>' <'« 



• • 



oder endlich auch 

• o • 

wddie für alle angehbaren positiven nnd reellen Werthe von m, n, p Bestand 
hat nnd unsere im Eingange aufgestellte Behauptung bestitigt. 

3. 
Stellt man, nm die allgemeinste Reductions^eichung der mehrfachen 
Integrale, die den bis jetit besprochenen analog sind, m finden, das Integral 
der Differentialfnnction 

wo die Integrationen simmtliche ftwisehan und oo enthaltenen reellen Werthe 
der Integrattonsvariabeln. umfassen, 'durch 

vor, so sind Mrir nach den gefundenen und begrfindeten Ergebnissen der bei- 
den voltergehenden Nrn. folgende allgemeine Reductionsg^eidmng : 



— 2 — !! üiil ^^ ?^Ll ^ üti/ ^fv'^v"*. -• 

W— +— +— + 4-—^ • 
V»ii ^ m^^ m^"^ ^'^''^ mp9 

aufsustdlra und xu begrOnden im Stande. 



•"P dVy 



24 S. Raahe^ Reduetion emei Integral •Ausdrueki. 

Diese durch Indactioil erlanj^ Redactioiisgleiehinig beweteen wir auf die 
bekannte Art, indem vrir von der Annahme, sie bestehe fBr einen bestimmten 
ganzen Zahlenwerth von p (wdches fflr die Werthe p^^'i und ;i=:3 in 
den beiden vorhergehen Nrn. bereits erhärtet ist), ausgehen, imd dann das 
Bestandhaben derselben auch fflr p-j^^ darthnn; woraus dann, wie bekannt, 
die allgemeine Gültigkeit für jeden poritiTW ganzen Werth von p unmittel* 
bar folgt. 

Wir gehen zur Erreichung dieses Ziels von der folgenden Gleichung aus: 

welche, mit Beachtung des im Eingange dieser Nr« getroffenen Übereinkommens 
sofort als richtig erkannt wird. Wird diese durdiaus identische GIdchnng 
mittels des durdi die als bestehend angenommene Gleidiung (^) ausgedrflck« 
ten Ergebnisses weiter umgeformt, so erhilt man, wenn der Kflrze wegen 

r(.+^).r(.+J-)....(..^J-) 

gesetxt vrird, folgoide Gleidnmg: 

fo dafs es nur noch auf die weitere Reductioa des Doppel -Integrals rediter- 
hand vom Gleichheitszeichen ankommt. Wird dasselbe einstweilen durch tf 
vorgestellt, nfimlich 

tr «/'/" 9(y-\-^':^')^^^^^'"^^~'dvdx^, 

gesetzt, so läfst sich die Bestimmung von u auf die eines einfachen bestimm- 
ten Integrals in folgender Weise surflckf&hren. 

Yfit ersetzen nfimlich im Doppel^Integrale rediterhand 

i;*'"^"^ "" "»P durch V. 
Dies giebt unmittelbar 



J. Raabc, Reduction eines Integral'' Ausdrucks» 25 



WO cur Yereinrachung der Darstellung: 



M.= 



J-+_L+....+JL 



II = 



gesetzt ist; und wenn nunmehr die in Nr. 1. aufgestellte Reductionsgleiohung (<x.) 
zugezogen wird, so ist 

u == M^ j-^ T \ J Viv)^' ''^^ rft;, 

oder auch, mit Beachtung der Gleichheit (2.) in Nr. 1., 

r(~).r(i + — ^) ... ' ^ 2 . 

Die fflr ti gefundene Bestimmung in die oben aufgestellte Gleichung gesetzt, giebt 
y-«,(/>+i)^ {a?7^-f xrM----- + ^?' + ^r-fr} rfa?, dx^ äXp dx^^,, 

un(^ wenn hier die Werthe fflr üf und üfi restituirt werden, so ergiebt sich 
endlich die Gleichung 



^p+i 



o 

r(i+— ).r(i+ ~)....r(i+-^) ^, »^«^ ^ 2 . 

= 2 J^ ^1 2 i— v^/ 9(^)*' * ^ "''+* rfv, 

r(— + -- + .. .•+-^-) • 

Vm^ * m^ ' ' fWp+i/ 

welche, mit der durch Induction erlangten Reductionsgleichung (J.) verglichen, 
die Richtigkeit unserer Behauptung nnzweideutigerweise darthut. Es gilt also 
die allgemeine Reductionsglnchung (J.) für alle ganzen und positwen 
Werthe von p, wenn die Exponenten der Integrationsvariabein ^ d. h. Üe 
Constanten Gröfsen 

positive reelle Werthe haben. 

CreUe*s Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 1. 4 



36 3. Mmmie, Medmeii m eme$ hdefnA- 

4. 
Av der io Torho^nder Nr. aofgesldltai ud hcgito detea 
tioB^gldckm; (J.) Idteii wir nock anf folgenden Wege ene bei 
aI%eBeiBere 'ab. 

Werden in d^selben nerst die IntegntionsTariabefai des jrfacben b- 
tegrab, nfiiAcb £e Gröfsen 

nach der Ordnung ibrer Folge dordi 

-L — -L -L 

«1 «( ■. fly 



enelzt, so gebt die Redaclionsgleidnnig, nnt Zmiebang der GMcbbeH (2.) n 
Nr. 1., in folgende iber: 



-L^ J_.t -L., 



Erseixt nan Uer fie reeDea nnd posüiren angebbaren Constanten ni|, m,, .... m^ 
dnrcb die redproken Wertbe derselben, so erbdt nan die Rednctionqgleichnng 

^ 2 An>,)>r(nij,.,. r(ny) /'y(^^(«.^^«,^..-.^^»p>->i^^,^ 

in welcber die Exponenten »i, m,, a^, .... ai^, wie bisber, reeDe nnd po- 
sithre angdbare Gröfsen sind. Wenn nnn endlicb in fieser Rednetionsgleickmg 
die 



X| • «Tj • Xj ^ .... X« 



«1*1 9 «iX, , «jXj-, ^Xp 



der Reibe nacA in 



•bergeben, wo die Coifldenten sowoU ab die Ejqponenten, nialicb 

#£, %9 ^1 .... Äp, Äi, Äi, •!, .... n^« 
redle nnd positire angebbare Constanten sind, nnd wenn bieranf die vorbin 



der Ordnnng ibrer Folge dordi 



S, Rambe, Reduetion emet iHlegral-Autth'uekM, 27 



"""^ • « " « • • • • "^^ 



erBetst werden, wo also r^, r,, r, , • • •• r^ ebenfalls reelle und poslüve an- 
gebbare Constanten sind; so stellt sich die am Eingange dieser Abhandlung 
angekündigte Reductionsgleichnng wie folgt dar: 

wo zur Vereinfachung 



(II.) iV = 



.-.-*. a"" V''"»»* "'""'*■ M 



n^ Mj • • • • ftp 01 iCj ' . • • • a 

gesetzt worden isL Diese Reductionsgleichung besteht fttr jeden ganzen und 
positiven Werth von p und die Conslanten 

^11 ^2 9 ^J •••• flp , l*|,l*2^«»»« ^p 9 ^I f '^ 1 • t • • Hp 

sind alle reeller, jedoch nur positiv angebbarer Werthe ffihig; die Function y 
endlich bleibt ganz willkflrlich. 

Zflrich, im April 1843. 



28 4. EUcmBieim^ XmcUrmf 

Nachtrag suim eubisehen Reciproeitatssafze för die 

ans dritten Wurzeln der Einheit zii8amnieng:esetzten 

complexen Zahlen. Criterien des eubisehen Characfers 

der Zahl 3 and ihrer Theiler. 

( Vm Herrn Sind. 6. Eisensieim so Beriia ) 



V ¥ ir haben gesehen (4tes Heft 27ten Bandes d. Jonrn.), dafs die Frage nach 
dem cubisdien Cbaracfer jeder ganz^i complexen Zahl immw aof eine ein- 
fachere Aufgabe zurfidKgefohrt werden kann, b» welcher es sidi nnr nm den 
eubisehen Character Yon Primzahlen handelt. Ist nemlidi Jf eine beliebig 
gegebene ganze cooplexe Zahl, so kann man immer 

setzen, wo aDe Exponenten positive ganze Zahlen sind, wihrend /^ f, f\ . . . 
primäre complexe Primzahlen bezeichnen; und dann hat man, nach einem in 
der Abhandlug ($. 2.) bewiesenen Salze, 

ffl = [^Tm"[^]'[(r[fr['?]'. 

wo / einen gegebenen Modol bezeidmet, der immer primär, d« lu^ — I (mod.33^ 
njd nicht in M aofgehend angenommen werden soll. Es bleiben also nnr loier 
Fragen zn lösen, nimlidi, Criterien des cobischen Characters anzugeben: 

1) für die Zahl —I, 

2) für die complexe Einheit (i, 

3) für 1 — ^, und endlich 

4) für die primiren complexen Primzahlen. 

Die erste Aufgabe findet sich sofort gdöset, da, wegen (—!)' = — |, 
immer V-jA = I i^ Die Lösung der zweiten An^pJie giebt die Formel 



m= 



p4(jr{i)-i)^ 



welche sich unmiltdbar aus der Definition des symboKsdien Zeichens ergiebt. 
Sie lilst sich in folgendem Satze aussprechen: 

„Der cubiscfae Character von q in Bezidimiig auf die primäre complexe 
Primzahl / ist 0. 1 oder 2, je nachdem die Norm ym / von der Form 9n-p I. 
911-4 oder 9it47 isL'' 



4. BiseHsteinß Nachtrag zum cubiscAen Reeiprocitätsmtze. 29 

Die vierte der obigen Aufgaben wird durch das ReciprociMtsgesetz 
gelOset, nemlich durch den Satz: 

,,Wenn / ^ f ^ — 1 (med. 3.) zwei primfire complexe Primzahlen 
mit verschiedener Norm sind, so ist [-j-J = [tt]*'' 

Wir haben den strengen und allgemeinen Beweis dieses Satzes gegeben. 
Aber dieser Satz lehrt nichts in Beziehung auf die Zahl 3 und ihre Thei- 
1er. Es bleibt also zur Vervollstfindigung der Theorie der cubischen Cbaraclere 
noch die Lösung der dritten Aufgabe äbrig , d. h. es ist ein Satz aufzustellen, 
welcher die Criterien giebt, nach denen auf eine einfache Weise alle pri- 
mären Primzahlen / in drei Classen getheilt werden können, je nachdem fflr 
dieselben [— r^J= 1? oder =p, oder =p' ist. Soviel mir bekannt, fehlt 
noch dieser Satz, obgleich derselbe zu einer vollständigen Theorie unentbehrlich 
ist; die Primzahl 1 — q spielt hier dieselbe Rolle, wie die Zahl 2 in der Theorie 
der quadratischen Reste. Durch die folgenden Betrachtungen wird man zu dem 
gewünschten Ziele gelangen. Es ist (1 — p)'= 1 — 2p-f e^= — 3p, also 

Ist nun zuerst / eine reelle Primzahl Jn-I-?, so ist ['yj''^ '^ ^'^^ ^^^ einfach 



[V]= 



9 



,t(2V(Z)-I) 



Ist aber / eine zweigliedrige primfire Primzahl = a-^6p, so hfingt die Be- 
stimmung des Werths von 1 --t-^J von dem des Ausdrucks 1 -Vj ab. Dieser 
letztere nun wird durch folgenden Lehrsatz gefunden. 

„Wenn /=a-|'6(» eine primfire complexe Primzahl ist, so dafs also 
fl^ — 1 (mod. 3), *^0 (mod. 3) ist, so hat man 

oder 

[y] = 1 für / = 2, 5, 8 (mod. 9), 

[y] = p, für / = 2-f 6(», 54-6(>, 8-f-6(> (mod. 9), 

[j] = <f\ für / = 2 + 3^, 5-f 3p, 8-f 3(» (mod. 9)." 
Der Beweis dieses Satzes folgt am Sddosse dieser Abhaodlang. 



30 ''> KiseHtlein, Nmcktmg zum eHÜKAen Reeiprtilitttmtxe. 

Wenn man Bon « = 3fii — I, i = 3H setzt, so folgt N{1) = 
fl»_a*+6» = 9«» — 6»i + l — 9mn !-3i»^9«» = 3(»-f i»)-j-t (mod. 9), 
folglich |(iV(/)— = «N-j-M (mod. 3). Es ist demnach 

[f] = <»"""' [t] = ^"^ [^"-T = ^'■'^'" • ^" = <»'"= (»*'^''- 

^Ist I eine primire complexe PrimsaU = n4'b^^ so ist f 7"*M 
=.ffi^^^'\ Aindich 

[-y^] = I, wenn / = 8, 8-f 3^, 8-f 6p (mod. 9), 

[i^] = (>, wenn / = 5, 5-f 3^, 5-f 6(> (mod. 9), 

[i^] = (i% wenn I = 2, 24. 3p, 2 + 6p (mod.9); 
nnd dieser Seti gilt anch, wenn I «ne eingfiedrige PrimiaU isL** 

Die bisher fikr PrimiaUen bewiesenen Sitie lassen sieb, eben so wie 
das Redprocititsgesets« anf primire losammengesetste Zablen ansdehnen. bl 
nemlidi L = A-^-Bp irgend eine primire complexe ZaU, so bebaiqpte i^ 
da(s« gant wie dkt Primzablen« 

sein wird. Es lencbtet ein. dafs diese Formeln bewiesen sein werden, sobald 
sieb tetgen liisl« dals sie fIkr die primire Zabl —LL' gelten, wemm ae Ar 
die beiden primirei Zablen L und L' ricbtig sind; dorn da sie fhr primire 
PrimnUen gelten, so wwden sie dann aocb ftr primire msammengesetate 
Zablen ibre Gültigkeit bc^iahen. Man nebme also an, dals die obigen Foraefai 
Ar £e bdden Nenner !#, L' bewiesen seien« nnd sncbe sie ans dieser. 
Ar den Nenner —LL abinleiten. Was die erste Formel belrilk, so ist 
der Annahme 

UM] = [r=hy] = ^- 

Ahcr et ist Ar(I,>A\i;i') = 9.«.«'-f a.n+ia'-f I s3(^-t-,u')-tl C^^S). 



4. Bitentiein, Naektrag zwn etMtekeit Ree^mteitätuatze, 31 

ist i{N(LL')'-l)=fi-\-fi' (mod. 3), und folgttcfaaneh [zijp]=9*^''^'^''^'^ 
was SU beweisen war. 

Um die dbrigen Formeln zu beweisen , setze man L == A-\-B(f 
mid L' = A'-\-B'Qy so dafs — LL' = A" -f Ä"f , A"= BB' — AA*, 
B" = BB' — AB'—A'B wird; femer setze man J = 3iii — I, B=3n, 
A' = 3m'—t, B' = 3n% A" = 3m"—l, B" = Sn", so ist 

^" = 9nn'— 9m»i'-f3m-|-3m' — 1 =3(m + m0— 1 (mod. 9), 
B''=9nn'—9m'n -fSn— 9»in'-j-3n' = 3(n-f-n') (mod. 9), 
folglich m-fin' = m'' (mod. 3) und n-fn' = i»" (mod. 3). 
Ist also nach der Voraussetzung 

80 folgt hieraus 

[-3127-] = <''"^'"' =«'•" 

was SQ bewdsen war. 

Es ist gal ffir die Ausflbung, zu bemerken, dafs das Reciprocilfttsgesetz für 
Primzahlen auch dann noch gilt, wenn die beiden Primzahlen zweigliedrig sind 
nnd zu derselben Norm gehören. Sind nfimlich a-{-6^, ^-{-^if^ zwei zwei- 
gliedrige amjugirte complexe Primzahlen, wo a und h von verschieden 

und, wie immer, 6^0 (mod. 3) vorausgesetzt wird, so hat man [^]f,^,J 
= [^Ti^ J = f* Um sich davon zu fiberzeugen, genflgt es, die beiden 
Congruenzen 

a(a-f *9)^fl^— ** (mod. fl-f *?')9 a(a-f *?^) ^^'"-*^ (mod. ö-fÄ(>) 
aufimstellen, aus denen nach und nach 
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r*e!l r (2iift-ft^) en _ rpii r_ ?^ i _ r n r g r _ r n* _ i 

LaJL fl» — 6» J — LaJLa^- Ä» J~ LaOLa»— äO ~ La»J "" 
folgt. Von der andern Seite ist [^tf^] = [5+J^]* ' ^^'^^^'^ 
[-^^iv-^Y 1 == [ ß^^ ^®™ einfachen und folglich auch bei dem 

verallgemeinerten Reciprocilätssatze kann demnach die Bedingung wegfallen, 
welche erfordert, dafs die Normen der beiden complexen Zahlen relative 
Primzahlen zu einander sein sollen. Wenn also die imaginären Theile der 
beiden complexen Zahlen P und Q durch 3 theilbar und sie selbst rela- 
tive Primzahlen zu einander sind, so wird immer ['o' 1 "^ 17 J ^^'^^ ^'^ 
Normen von P und Q mögen gemeinschaftliche Theiler haben, oder nicht. 
Diese Ergänzung ist nöthig, weil man nun allgemein den Werth von l-^J 

blofs mit Hülfe eines Divisions- Schemas, d. h. mittels derselben Operation, 
welche man anwendet, um den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler von P 
und Q zu berechnen, mit der gröfsten Leichtigkeit finden kann, ohne darauf 
achten zu müssen, ob die Norm jedes Restes zu der Norm des vorhergehen- 
den Divisors relative Primzahl sei. Man vergleiche „Einfacher Algorithmus 

zur Bestimmung des Werthes von (y)'' im 4ten Hefte des 27ten Bandes die- 
ses Journals 

Wir geben jetzt schUefslich den Beweis des oben aufgestellten Satzes 
über die Criterien des cubischen Characters der Zahl'.^. 

Beweis. Wenn p eine reelle Primzahl 3»-f ' ist und /tii = //-}- 4p, 
;>2 = a-fA(i^ ihre beiden primären complexen Primfactoren sind, also Pi^ 
P2^*^ (mod. 3) ist; wenn ferner r eine imaginäre pie Wurzel der Einheit 
und t eine beliebige, nicht durch p theilbare ganze Zahl vorstellt, so hatten 
wir oben gefunden („Beweis des cubischen Reciprocitätsgesetzes''): 






wo sich alle Summationen von k=l bis k = p — l erstrecken, und wo die 
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beiden Cubikworzeln so zu nehmen sind, dafs ihr Producl fi&=:zp wird. Be- 
zeichnet man durch JPo? Pn A ^^^ Inbegriff derjenigen Wurzeln r^, für 

welche resp. 1—1= I, q oder (j^ ist, so dafs Po? P^ Pi die drei Perioden 

(nach Gaufs) sind , in welche die Gesammlheit der Wurzeln £1 der Gleichung 

jr — 1 
zerffillt, so kann man die drei Gleichungen aufsteUen: 

/'o+pPi+e^P,^!?, p„+P^p,+pP, = i^, Pu+Pi-f-^.=-i. 

Löset man diese drei Gleichungen nach Po 9 P19 P2 als den Unbekannten ani^ 
so findet sich 

Ebenso findet man, wenn Sf die Summe der /ten Potenzen der in der Pe- 
riode Pi) enthaltenen Wurzeln bezeichnet, 

« = i[-'+[^]^+[^]4 

Betrachten wir die Gleichung vom Grade ^{p—l)^ deren Wurzeln 
die in der Periode P«, enthaltenen Wurzeln der Einheit sind. Es sei diese 

Gleichung 

a^^'> J-liC,arK^*>-«4.1iC,a^''-'>-^-f etc. = 0. 

Die CoöfBcienten dieser Gleichung werden alle von der Form 

^Po+ÄPx+C?P2 

sein, wo A, B, C reelU ganze Zahlen sind: also werden sie auch auf die Form 

gebracht werden können, wo Dy B, F complexe ganze Zahlen sind. 

Nach dem JVeti^/oiischen Lehrsatze kann man nun die CoSfficienten 
einer Gleichung durch die Potenze$ieummen der Wurzeln ausdrficken. Es ist 
nach diesem Satze 

3K^=—K^S, — K,S2 — S,=^iCiS^S^-S^-2S^) u. s. w. 
Setzt man allgemein 

führt in die eben erhaltenen Gleichungen statt j9|, ^^29 Sy u. s. w. ihre vorhin 
gefundenen Werthe ein und bemerkt noch, dafs 7]i9 = pf iy^=/>,^, S'^^^p^rj^ 
S^=:pp^^ if = pp^ ist, so kommt 

Dt^^iipi-V. Ä« = *(;^^~2-.3[A]), P2 = i(/^i-2-3[^]), 

CraUe*t J^vfiiml f. d. M. Bd. XXVIII. UM 1. 5 






O. S. VT. 



Dt« Glekimiif ftr F, bewc«M^ dkb ji.— ^^^[-IJ Jit^ 6 iMIbar ist; ma 
Ul «k« J^ = 3[^] = [^] C-oi«), i fc. « Ist [^]=K e o*r e% Je 

McM«m |»t = K f 94tr r (»o«.«) ist: ^ L ei ist [— ] = [i^]: 
Ami R««i^Ncililsg«s«lw folgte. «Wr jetit •■f aaea acaca Wc^e 

Enrt^an. 4ifej»,= -t (■ed.äV als» 3^ = — 3 (■od.9)äU «i *fe 

(■N4.S)i£l.M«tyilBU -3[j^]-3i».[^J = 3(ao4.9);fa%|Ueck| 
Ce «!«$» C«>n»UM, iWr ia: 

SKtf «M AAer / =«- »f. « = 3«~^»=3A s» te ■« [ J-] 
^ i j» — 3 — « — i<. (mA. i<\ F«n»r ist 

f =4r~<*-4=^ - 15«- 4 — ^«;%"— roV*»,t^=Ä«i-3;?«4 («•£.«>. 
«Is« »I 

TcsinidM vnn A'-ü« C«crDeu mH ätir vHVüraL s» kaaatt 
Xbf eAtOi MB. je iiM^öeB .-7 =:.!.: <a»d. S') ist. 
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[— J = 1 , p', p ist: also ist in allen Fällen 

I — ^j = p'^; was zu beweisen war. 

Setzt man die obigen Formeln für die verschiedenen D, B, P beliebig 
weiter fort, so kann man auf demselben Wege eine Reihe von beliebig vielen 
Lehrsätzen ableiten. Das hier angewandte Princip ist aber auch für die Theorie 
der höheren Potenzenreste von Wichtigkeit und liefert namentlich die Ergän- 
zungssätze, welche in den allgemeinen Reciprocitälsgesetzen nicht enthalten 
sind. Auf diese Weise erhält man z. B. mit der gröfsten Leichtigkeit den 
Satz, welchen Gaufif in den 9 letzten Paragraphen seiner zweiten Abhandlung 
Ober die biquadratischen Reste bewiesen hat 

Anmerkung. In der Seite 282 drittes Heft 27ten Bandes von mir aufgestellten 
Formel befindet sich ein Druckfehler. Die Formel heifst nemlich: 



JLx-_JL 



• + 



Itang — tang — tang^-^^ ^— 

an ^ 2qn . i(p — i)qn 
i tang^— tang — s— tang ^-^ ^-^— , 

dort alekl redits onriehligerweise ^i(p^q)\ 

Binen Druddehler, der sidi im zweiten Hefte auf Seite i06 befindet, bitte ich eben« 
falls za yerbessem. Dort ist yor aJ*j bJ^^ cJ^^ dj* das Zeichen ~ weggelassen 
worden. 
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5. 

Transformations remarquables de quelques s^ries. 

(Par Mr. 0. Eiscnslein k Berlin.) 
(Suite ile Particle No. 14. tome S7. de ce jonraal. Cet «ticle commeitce cab. 3. tom« 27.) 



Nouyeaux developpements des fonctions elliptiqaes. 

fi = tf ', on a les formales Iris simples: 



p- 



._2 






p+ 



p* 



-i + -J^ 



;,.-lX-J^ 



;»' — 1+etc. 

On peat donc exprimer U earri de la premiere fraction continoe par une 
autre firaction continue d'one loi ögalement tres simple, c*est k dire par la 
snivante: 

'{\\f\f(.y-fr'{\W- elc.))), 
dont la valear est — • 

En donnant aax symboles 

sin am, cos am, ^/am, lang am 
la mdme signifiealion qa^ils ont dans les „Fundamenla nova'' de Mr. JacoU, 
et en posant poor abröger, 

y— 1 = 1, «r = e^^ ', p =z e^ (ce qiii suppose /^ > 1), 
on a 

sinamx = — ^^t^-C-^^+ä*)» 

Vp.Vk ^^ 



H, BiteuMtein, traHsftrmatiotu rmnarq«aUe» de guehfue» iirie$, 87 



4 1 P** 



1+P«-^ 



1+.-^^^^-^:^ 



i+p 



*-.Jl^ 



l+l»* — etc. in inf. 



c+z>« = -^ 



B+Fi = 



11 *• 










^ 1 

1 — fl 


pz* 




1 — p 


2 


p*z* 






i-p*- 


p»z* 




sinamjr 




-etc. 


J9mx ~ 

1 

i «J 






1 p-] 


1 


1-p 


+ elc. 



CMmx 2 nx .g^ , ^j. 



«+fl' = -^ 



H ' 



1+p. + .£_»_ 



y»g* 



HP«. -p4,. 






'^1 ^. (l-»')P*»' 

* '' T'l_pi«— «1«. 
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l^;,. + (±Z^5l 



1 p. ii-P*)p*z* 



p. I {i-P*)P*z* 



^ j,. ii-p*)p*z* 



i—pi» 4- etc. 

n existe an grand nombre d'aatres developpements nouveanx des fono- 
tions elUptiqoes, qae je reserve ponr an aatre memoire, oa j'essaierai i les 
e:q>liquer avec lear principes. 



Poar le cas 00 M est an enlier imptur, a designant ane racine pri' 
mühe de Teipiation a>" = 1 , Mr. Gai^t a donne la formale 

l4.«,-»-j.«,-»4-to-*+....-fto-»<-(-«))=(i_toXl-a)»Xl-o»*)....(l— 0»-»). 
En transformant ce prodoit dans la serie saiyante 

, , 1-» , (l-a>) (!—>») , (i-«») (1-«»*)(1-«»») I ^.^ 

et en developpant celle-ci en fraction continne, je tronve 
1 



1+«. 



l+«> 



Cda foamit cette ^qaation remarquable: 
1 



1+«- 



^••-r+;;r-... •-« 



1+1»^» • 
D*nn aatre cöte on a, eomme Ton sait, 

oü U ligne dn radical pent 6tre d^terndni par les milhodes connaes. Qi a 
dose aoisi 
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i+- 



i+* 






Cette expresrion es fraetion continae et finie da radical ^(±n), saivant mie 
loi si simple, me parait tres remarqnabl«, et je ne erois pas qu*one fonnole 
semblaUe seit d^ji connue. 

Je reroarqoe encore qne Ton a 

('-7)('-,4)(«-^)<-taf. = 9(.) 

==' + -^33^ 



^-P 1-;,» ^ 






i^+- 



Tons les denominateurs sont ici des fonctioiis entieres de p. Seit 2:=^ 1 ei p 
QU nombre enlier, toos les denominateDrs et tont les num^rateurs seront des 
nombres entiers, et les premiers surpasseront toujours les derniers. On conclut 

de la que la valeur du produit infini (l — — )(• — t)(* — t) ^^ ^^^' 

joors one quanlile irrationnelle, p ötant entier et >> 1 . A Taide de la formule 

y(«) = (l~— )9(~) on peut exprimer rationnellement q)(z) par une autre 

fonction 9(^9 dont la variable est d'une petilesse arbitraire. En considerant 
doac attentivement la fraction continue, U sera facUe d'en tirer une propo- 
sition plus generale; ce que nous laissons au lectenr. 

Toutes les fractions continues que nous avons presentöes ici, ne sont 
que des exemples particuiiers. Les möthodes qne nous avons employöes pour 
y pdrvenir nous ont fournis des fractions continues d'une ginenätA teile, que 
J'ose assnrer qu'elles renferment, outre une foule de risultats nouveaux et tres 
rtmarqnables conune cas spidaux, toutes les fractions continues trouv^ jusqu'ä 
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present, et surtout toittes Celles de Mr. Guufs. C'est ce que nous explique«- 
rons dans iine autre occasion, 

Ce qui m'a fort intöresse dans ces recherclies, ce sont les equationa iden- 
üques qai se prösentent en comparant les resullats. Ainsi, par exemple, parceqne 
la fractton continue dans laqaelle nous avous developpö la serie l-f tt>'^-|~^'*'~F-** 
...-f^*^*"'^^^ ^ troaye ausai sans le secours de la transformatioD de Hr. 
Gmuft, H en riaolte ime nouyelle maniere de verifier cette ingeniense trana- 
formatian. n exiate des röaoltata analogiies pour les fomrales qnl ae rapportent 
anx foBcdons eOiptiqnes. 
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La ioi de reciprocite tiree des formules de Mn Gauss^ 
Sans avoir determine prealablemeot le signe du radicaL 

(Par Hr. 6. Eisenstein ä Berlin.) 



Jflr. Gauss a deduit la 'loi de reciprocile entre deux nombres premiers im- 
pairs quelconques, des formules remarquables presentees daiis son beau memoire 
ayant pour litre: „Summatio quarundam serierum singularium.'' Gelte demon- 
slration, qu'on Irouve aussi dans un exceUeiil memoire de Mr. Dirichlel ♦), 
est mainlenant bien connue, et Ton sait que les consideralions de Mr. Gauss 
exigent necessairement la determination du signe du radical qui enlre dans 
les formules citees. Mais la determination de ce signe est un des problemes 
les plus difßciles de la science des nombres, et les recherches preliminaires 
qu'il y a ä faire pour Taincre cette difGcuIte paraissent diminuer beaucoup la 
simplicite de cette demonstralion. Nous ferons voir ici, comment on peul 
deduire des formules de Mr. Gauss ^ la loi de reciprocite, sans avoir de* 
termine le signe du radical 

Soient p e\ q deux nombres premiers impairs, et supposons q>pi 
seit de plus r une racine imaginaire de requation a7^=l, et posons pour 
abreger, • 

Les formules de Mr. Gauss donnent les deux equations suiyantes: 

(yj.) Ä^ = (-1)Kp-«y 
Si Ton öleve la seconde de ces deux 6quations a la puissance i(y-f ^) ^^ 4^^ 
Ton en rentranche la premiere apres Tavoir mullipliee par S, on trouye 

Ä9+1 _ S8^== (- l)*0'->)K7+i)^Kg+i) -(^)S\ 

Sobstiluant la valeur du quarre S^ foumie par requation (/?.), on aura 

*) ,,Sur Tusage des integrales d^finies dans la somroation des söries finies ou infinlei» 
Tome XYIL de ce joumaL 

CreUe*s Jomnal f. d. M. Bd. XXyill. Heft 1. 6 
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(,..) «(S^-iS,) = (_ l)^Op((- |)KP-i)l<v-«)^J<v-«)_(p). 

Pour abre^r, nous desig^erons Texpression A gauche par /. 

En diveloppanl la puissance S^, on voit aisemeul qu'elle renferme: 
1) Les yiomes pulssances de tous les termes individuels de la serie iS^, c^est a dire 

Im termes de la forme (— ) r''*=(~jr''\ La somme de ces termes sera = S^. 

Z) Vn iiombre de termes dont les coöf&cienis sont diviäbles par y. 

On voit doQc que Pexpression JS^(lS^' — iS>^) peut prendre la forme 

oü At B, C K sont des entiers reels. Donc on a 

X = f(J-|-Br-f Cr>-f ....-flCi*-»). 
Gomne rien nVmp^he de remplücer dans tons ces resollals r par ses 
«wir«» Y«le«rs 

ry r^ r, ,... r**" ^ 
«n «nr« anssi 



La $0Mie de ees p— 1 e^puiUonis est 

(|»-0X = f(>-l)-<- ff-C-....-Ä), 
ee ^ pro«Te ft^r {p—t)x est dmsible par f. De la, p^p—i^ B*c«nl pas 
Arbäle p«r f , on condnt 

d^on Ton £rY 

ce fatl s'iifttsaft 4a p^wv«. 



X«v *Mwafc<wM MT ane «mOt^ wMaUe le 
fin «MÜHBl ks decx t ifa Hia-' saivaates 



,^2 _ l>*5?'-^ ry = ^^ Si~ !.>»**-- ^r' — v~ i:*«'-*»Sv- l)**^'-*»Ä 



e. EiseHMtein, de ta loi de rMprocite. 43 

ou ^ desi^e iine racine primitive de requation ot^ = 1, et ou les soinmations 
doivent s'etendre aux quatre entiers y inferienrs et premiers a 8, on obtient 
facilement 

(S(- i)*^y -•>^0[(S(-i)'^^ -'^?')'-2(- i)*<y-*>5^T 

On tire de la par les mömes considerations comme ci-dessus, qiie le second 
membre est divisible par y, ce qui donne la congruence 

8K^i) = (_t)4<9-') (mod.y), 
donc 

(f)=(i)= (-«*'••-'• 

Berlin, Mai 1844 



6* 
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7. 

Neuer Beweis und Verallg^emeiuerung des Binomi- 

sciien Lehrsatzes. 

(Von Hern Stud. G, Ei*aut«im so Bctlia.) 



Usifssatx. .Wenn m and m iwei ganz« positive ZaUea sind, so 
f«lit d«r Ausdruck 

nir J»= I i« — ilker.~ 

In d«r TtMit: dividirt bmd Zihler und Xraner dieses Aasdracks dordi 
|t— L 90 eriiiik ana 

aad dieser Qaoüeak gckt offnibar ia — aber tär p=t. Dasselbe cigick t 
aidi Uetavs lettdri, weaa im and ■ beSebi? siad. 
Saa WlrackCe des Aa«4nick 

Dersefte fea^ ofeabar der Reiatioa 

2. ;i-^xXx: = j-*)y>x). 

IIa «» X. e *riae «aaie FasKÜoa ctea Grades roa x bt, so Lasa naa 

Mtiea. aad e$ ^aadfll ^di darua, dfe C^rflt u e ale a A ms hcsSmmitm. tm- 
■kkt t$t jt, = I. Setit saa. oi aBfCBMia JL n WsHwa. die Ret&ca Ar 
4^ X lad 'f fT ÜB dfe RebSäoe C^O* » «ÄÜt mb 

Ui^SA erfie^ <kk datrck Yetgt i liaf der Gfierfer, vekW aaf Wsdea S«l- 
toa ia ««seiW P«««» tm x wiatifieirt «d, die CoHlA aU ii^hi aaag 
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Erwagt man, dafs 4,= ! und 1-f 2-f 34-....-f /— 1 =i/(/— 1) ist, so 
kann man den Aosdrnek ffir At anch wie folgt sohreiben: 

Man erhält also 

frrsO ,«ü ;> — t ;i* — 1 /!* — 1 ^ 

Setzt man in dieser Formel, welche fflr jeden Werth von p gut, p= 1, so 
kommt links (1 -f-^)'? während rechts der aUgemeine Cofifficienl J« nach obigem 
Ualfisatze in 

1' 2 • 3 •••• i 
übergeht, so dafs 

7. il+x)'= i + -f.ar-f-^^«» + .. .+ar- ist. 

Man sieht an diesem Beispiele, wie zweckmftfsig es ist, Aosdrfldie 
als spedelle Fälle, von andern, allgemeineren zu betrachten. Dnrch die 
Einfflhrung der neuen Yariabeln p war es möglich, eine Relation von der 
Form (2.) aufzustellen, die zwar fflr den speciellen Fall ;» = 1 ebenfalls gflltig 
bleibt, aber dann fflr die Entwicklung nichts liefert, weil sie identisch wird. 



Die Codfficienten Jy, welche im Grunde wieder Functionen von der 
Form (p{x) sind, besitzen ganz ähnliche Eigenschaften wie die Binomial- 
coifficienten, und enthalten diese letzteren, wie man sieht, ids specieUe Fälle 
in sich. Wenn a und ß irgend zwei ganze positive Zahlen sind, und man 
setzt in der Rela lon 

(l+ar)(l+;iar)....(l+;f«-*x)X(l+rar)(l+/i./i«a?)....(l^ 

d. h. in 

(p(^x,a-\'ß) = V{x,a).(p(p'x,fl) 

die Reihen fflr die drei Functionen (p aus (6.)) und vergleicht dann die ent- 
sprechenden Glieder, so erhält man 

8. C, = ^,4-J,^iß,/i^+^«,Ä,/i'--f ..-.-{- Äi/i'*. 
Es bedeuten hier A^, Cf resp. Dasjenige, was aus A^ wird, wenn man /9, a-j-/if 
statt a setzt. Stezt man in (8.) flberall p'=:iU, pP=^v, so gehen beide Seiten 
in ganze Functionen von u und v über, und es erscheint nirgends a und ß 
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mehr« «uftsc^r impUdte in n und r. Bringl man nun die Gleichung auf NnIL 
so Iml man eine jr«mre Function von n und r^ die fir tmemdüek foUU Yftri^ 
iXr^wT beiden Variabein (welche allen ganten positven Werlhen von a und ß 
entsprechen) vtrsckwindet^ und die also eben deshalb auch nothwendig idemÜMck 
verschwinden mufi^ d. h« f&r jeden Werth von tf und r *). Es ist hierdurch 
die (lülUgkeit der Formel (8.) fOr jeden Werth von a und ß be\%iesen. Ver- 
allgenieintrt man nun die Bedeutung von ^[x,a)^ indem man unter diesem 

leicKen (ftr Jeden Werth von er die Reihe 2 J«x^ versteht (so ofk dieselbe 

convergirt)^ so folgt aus dem eben Bewiesraen rOdLwirts, dals die Relalion 

tticKt hlol^ fBr ganie^ sondern auch Rlr befieUge Weithe von a und ß statt- 
lade; und hieraus folgt wiederum^ wenn man p=^l settt, dnfe die Reihe 

lir j«4mi >V«rtk >-M « «i4 |i d«f RahlMMi 

|t«(«ft. Dt«» R ttM i Mi IMh« s«fieick wlleb WkMuHer ScUüse (itnm mk 
B. B. IKndbM udl mm k d faiw ) 4n Beweis 4es 
mA«i jQaCM« Ar MBiMfv ExpoMsIc«. 

Hie FmkÜm f^Jt, «\ wie sie ui (1.) irfmni wv4e, ist mt 

ctiNwe Fal w$ maeMlKiMw Proimcls 

>K«^ >Ktr 4n— »rik hMf tfcMK W«l«ft. SlKte ■ 

feMn < tiw>« EirtwkUMip wie Ar ^ x. «\ aar 
«mI <k Kt to j«4m Wedfr tob «: 







'^<- lÜH- t^MM» ftelil 
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In dieser Formel ist zugleich ein neuer Beleg für die Richtigkeit der Rela- 
tion (9.) enthalten. 

Die Relation (9.) liefert für specielle Werlhe von a und ß interessante 
Resultate. Man sieht z. B., dafs der Quotient der Einheit durch eine Reihe 
von der Form 2^,a?' wieder eine Reihe von ähnlicher Form ist, u. s, w. 

Setzt man in (11.) a=:oo, so wird /?"==() und man erhält 

12. (1 +x)(l+p.)(l+,-x) fa iaf. =,2 ^_,;^.!!f)....(^,_.) :^- 

Die unendliche Reihe zur Rechten gehört zu den wenigen, welche für alle 
Werthe von x convwgiren. In der That: der Quotient zweier aufeinander- 
folgenden Codfficienten ist 

— pHTin^ 
welches , wegen Nip) <. I , gegen Null convergirt für / == oc. 

Setzt man in (8.) p— i^ so erhält man die Relation zwischen den 
BinomialcofifGcienten, welche auch unter dem Namen des Binomischen Satzes 
für Factoriellen bekannt ist. 

Das Produet zur Linken in (12.) verschwindet offenbar für die folgen- 
den Werthe von x: 

j, = _|, __, __, __, etc., 

und für keine andern; also giebt dies alle Wurzeln der transcendenten Gleichung 
«y (-!)«;>*'<«-') . _ 

f=o(/'-i)(A'*-i)— •(;''- 1) ~ 

Diese Bemerkung liefert eine unendlidie Anzahl von Reihen, welche alle =0 
sind, z.B. 

^■\-JZ-i'J +(;,_ !,(;,._ 1) •^ + (;,-l)(;,«-l)(^»_t)-^+ ™ '»'• = ^^ 
a. 8. w., allgemein 

'V p'"'"-'' L _ 

i=o(/^-l)(/^*-l)..-.(/^*-l)>"^ ~ ' 

für jeden ganzen positiven Werth von fit. Da diese Reihen für jeden Werth 
von p verschwinden^ so mu(s auch, wenn man sie nach aufsteigenden Po- 
tenzen p mit Constanten Codfficienten entwickelt, jeder einzelne CoSfBcient 
verschwinden. Dies giebt eine Reihe ziemlich interessanter Sätze. Z.B. die 
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erato Reihe liefert, wegen 

-Uli = ^ P'> T^r = S |^% etc., 

-|- in inf- = 0, 
^0 Jede der Zohlen «i, ^^^ .... alle Werlhe von () bis x) durchläuft. Be- 
lelchnet man durch f\k, t) die Anzahl der Lösungen der Gleichung 

k =.-.*, .-[. 7ä,-}-3.V3^. .... 4-/4r^, 

•0 Ut der Co<}ffidenl von p^ offenbar 

• •.•4(-W(^-i/(/-l),0+elc., 
abo iai 

bia die Heihe von aolbst abbricht. 

AHj^mein erbAtt man auf diesdbe Weise: 

ÄbuUche Folgerungen lassen sich an die allgenieinereA Formeb (11.) 
BerUi, Ua Xai 1»44. 



8. Eiie9t$tein, EntwcUung van a^' . 49 

8. 
Entwicklung von ««''. 

(Von Hm. Stud. G. EiBcuttein sa Berita.) 



▼Veon a positiv und <C 1 ist, so folgt ans 



folglich ist ß aus der transcendenten Gleichung 

ZU bestimmen. Statt dieser betrachte man die allgemeinere Gleichung 

(1.) ar-- =. y. 

Setzt man a? = e^, y = *''9 welches f = loga?, 17 = log y glebt, so geht die 

Gleichung (1.) "> 

(2.) ^^^ = ij 

Aber. Um f, oder allgemeiner ^ in 17 auszudrflcken, wollen wir 

(3,) r = rr'^An' 

fssao 

setzen und die Coef&cienten Af zu bestimmen suchen. Differenzürt man die 
Gleichung (3.) auf beiden Seiten nach f , so kommt 

Es sei p eine positive ganze Zahl (oder Null), und man multiplicire die letz- 
tere Gleichung auf beiden Seiten mit rf^'^-^^^^ so dafs 

•(4.) mr-*7,-<-+''> = '^\t^tn)A,rt-P-\^ 
Aus (2.) erhftlt man 

tm-l -(m+p) -_ I-P-I^C-I+P)'«? -= *2 (— 1)*^**(>/* f P)* g^^p-l . 

«SS » *• 

y-p _, ^-P0(t-P)»« = *^* y>*(< — /y)* ^t+f-p^ 

Crelle*! Journal t d. M. Bd.XXyilL Heftl. 7 
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und endUch IogYi = log$4'^^9 folglich 

Setzt man alle diese Werlhe in die Gletchung (4.), so wird dieselbe nur noch 
die Variable S enthalten, und man erhalt 

(5.) «Tliil^^^^-^r— 

f =0 *• 

IssO ^» P 5=0 *• ^ 

In der Summe zur Rechten ist der Werth /-^^p aasznschliersen. Yergleidii 
man hier alle diejenigen Glieder, welche auf beiden Seiten mit ^ mnltipiiciri 
sind, so ergiebt sich 

P' 

also 

(6.) ^^« /-'"y^"- . 

so dafs 

(7.) i'^^'Ti:zi}iiq^t±iyiL^ 

1 = ' • 

ist. Die Gleichung (5.) liefert noch, nach Einsetzung der Werthe von A^^ durch 

Yergleichung der übrigen Potenzen von I unendlich viele Gleichungen, welche 

ffir unsem Zweck nicht nöthig sind. 

± -.1 

Aus der Gleichung §er^ = Tj zieht man «^==^yj = ^ — j-; aber zu- 
folge Girichung (7.) ist 



i 



i=o 



r = .^_ * — fi — ^i ^ 



also isl 

(8.) 0^ = ^ 2 ^^ ^r (logr)' 

< = o •• 

für x^ = y. 

Diese Reihen sind ziemlich merkwürdig« weil in ihnen die Grundzahlen 
und Exponenten zuglneh in arithmetisdier Ordnung fortschreiten. Man erhilt s. B. 

w«ui ar*=/ ist, 
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X 

wenn }^^=:y ist, u. s. w. Auch sieht man, dafs das Product beliebig vieler 

solcher Reihen wieder eine Reihe von derselben Form hervorbringt. 

Um die Convergenz der Reihen in (8.) zu untersuchen, wollen wir 

den Quotienten aus dem (-{-Uen durch den Aen Coefficienten betrachten. Dieser 

Quotient ist ^l^AziüV 

— ^ (k^nt-nY —n \ nt ) 

Fär t = oc convergirt der erste Factor gegen — n, während Zähler und 

Nenner des zweiten Factors nach einem bekannten Satze resp. gegen e " 

und '^ " convergiren, so dafs die Grenze des ganzen Ausdrucks 

e '• 
= -n—j- = -ne 

e * 

für /=oo ist. 

Die Reihe (8.) convergirt demnach für alle Werthe von log y, welche 

zwischen und A liegen, also für alle Werthe von y zwischen 

ne ^ ne ^ ' •' 

^- und 'ier 

Dem ersten dieser beiden 6renzwm*the entspricht offenbar der Werth x = e ". 
Es ist merkwürdig, dafs dieser Werth mit demjenigen zusammenfällt, fär 
welchen die Curve, deren Gleichung zwischen rechtwinkligen Coordinaten 

ist, ein Minimum oder Maximum hat, je nachdem n resp. positiv oder ne^ 

galiv ist. Man sehe die Figuren 1. und 3. (Taf. I.). 

ß 
Wir hatten aus a"" =/?, wenn a<; 1 ist, v/?=« gefunden, also 

ergiebt sich jetzt 

und dieses Resultat gilt 

von a = -^ = 0,6922 (exd.) *i» «= 1 (incl.). 

7* 
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Dia hier tnfj^tellteii Reilieii waren ein erster mttliematisclier Versuch 
in meinem fnnfsehnten Jahre. loh berechnete damals auch eine kleine Tafel^ 
welche aus der Gleichung x^z=:y für ein gegebenes y das sngehörige x 
bestimmt. Ich will sie hier dem gegenwärtigen Aufsätze beifügen. 



y 


X 


y 


X 


y 


X 


y 


X 


y 


X 


i 


1,000000 


11 


2,555605 


21 


3,879069 


31 


3,065491 


50 


3,287261 


2 


1,W%11 


12 


2,600295 


22 


2,901638 


32 


3,080448 


60 


3,370040 


3 


l,82545t> 


13 


2,641062 


23 


2,923122 


33 


3,094912 


99 


3,592876 


4 


3,000000 


14 


2,678524 


24 


2,943622 


34 


3,108915 


100 


3,597285 


6 


2,129373 


15 


2,713164 


25 


2,963220 


35 


3,122484 


101 


3,601647 


6 


2,231829 


16 


2,745381 


26 


2,981991 


36 


3,135642 


102 


3,605960 


7 


2,316455 


17 


2,775449 


27 


3,000000 


37 


3,148415 


103 


3,610241 


8 


2,388427 


18 


2,803663 


28 


3,017306 


38 


3,160628 


104 


3,614468 


9 


2,450954 


19 


2,830223 


29 


3,033959 


39 


3,172894 


105 


3,618654 


to 


2,506186 


20 


2,855309 


SO 


3,05UOÜ9 


40 


3,184633 







Die Cunren, deren Gleichung j^*=:y ist, dOrften fBr den Anfiboger 
in der analytischen Cre^oietrie ein instructives Obungsbdspid daihieten. 
Berlin 9 im Mai 1844. 
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Lois de reciprocite. 

(Par Mr. 6. Eisenatein k Berlin.) 



Nouvelle demonstration da th^orcme fondamental snr les residas quadratiques dans la 
theorie des nombres complexes. Demonstration du thöordme fondamental sur les 
rösidus biquadratiqnes. Le theoräme le plus general sur les caracteres biquadratiques, 
qui comprend, comme cas particolier, le theorcme fondamental. 



icloit/i unnombre premier real 4n4'l9 soient j9|, pi les deox nombres premiers 
complexes de la forme tt-}-/?j qui, ayant/i pour normi^ commune, sont tels que 
Pi^P2^\ (mo(L 2) et p^p2 = p. Seit de plus r une racine de Teqaatioii 

— — j- = 0, et d^signons par le Symbole I = 1 la puissance evidemment 

miique de i qui satisfait la congruence 

f^-'' = [=] (mod. pO. 

Cela pose, on a comme Ton sait, et comme nous Tavons d^ja pronve, 

(*'£*[=]V»)* = T« = pia-biy ; a^bi = a-bt = 1 (mod. 2). 

Je dis qae Ton peut poser a-\-bi=pi. Nons avons pronvö dans une autre 
ocearion*) qae Ton a 

•+«='"i:i^ii^r -"-TiÄim' 

ce qioi donne 

Ä-f bi = 'IT' <Ti<^'>(tf -f. l)**»-« (med. p,), 

«-Ai = ''ir'<T»<p-«(<»4- 1)*<^« (mod. ;»,); 
mais fl a öte aussi dimontrö que ces deux demieres sommes sont respectivement 



*) Toir „Betirlge sor Kreistheilung'' cahier 3. toI. 27. de ce Journal. 
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m Ah\p\nn\ par m/ lo produil 1.3.:i ....vi. On a donc 

MnU jMi n*Aliitil pnn dIvUible par/i,, 11 Faul que n-f-^f =f^|. Celä etanl, 
on ohllnnl onooro a^-hi-^^^p^^ parsuite 

IM» quo Jt* roniarquo t^n pa»i9nnl. 

Dann 00 qnl null nous forons surtoul usage de ces deux equations: 

'>■> (.s,u:]'') "*•"":< 

tioll f ttn nombr« prc^mier mW de la forme 4» -[-3. En elevaot ies 
ll^^wx m^mbi^ d<^ l'^quallou (1.) a la puiss^auce KfH^} fl vienl 

(HO ÄM'^^ = (pp\]^^'^\ 
\Ym}\ auiiv \H^I^% on a au$^« commc Pon saiU 

*^^ '>ri;;i"- - ^- = 1^1-'- 

0«^<wnif^ «>KMr <^<fMi»w $2iiK$$^sjtf ^jwv 4^ :i^ >a ^^MMT «e )a racsM^ r. «fe 

5 .^/^ MM«!i^ Mkvc^ 4«iif W'p'!; m^<t$i; |iie$ id^^t^äur mt je bhuk jr ibbIu ^ 
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(8.) (p;»:)»<^'-> = \f\ (mod. q), 
et cela donne, ^ etant la norme de q^ 

Poisque evidemment [:^1 c=: |, ü yient 

Mais j=j =1, ou = — 1, Selon que p^ est residu ou non-residu qua- 

dratique de q (dans la tb^orie de nombres complexes), el |=^1 =+1, ou 

= — 1, Selon que q est residu ou non- residu quadratique de px\ et comme 

Texpression j=i| ne change pas de valeur en rempla^ant px par — />i, Tiqua- 

tion que nous venons de trouver donne le th^oreme suivant: 

Theoreme L y^ Etant donnes deux nombres premiers complexes 
qui sont respectivement de premtere et de seconde espece, et dont les parties 
reelles sont impmres^ le premier est ou vi est pas residu quadratique du m- 
condf Selon que le second est ou riest pas residu quadratique du premier. 
Soit maintenant h un autre nombre premier reel de la forme 4it-f 1, 
different de p, et soient A,, A^ (que Ton suppose ^ 1 (mod. 2)) les deux nombres 
Premiers complexes conjugues qui ont A pour norme commune. En elevant 
les deux membres de requation (1.) a la puissance iCA-fS), on aura 

(10.) Ä^+^ = (pf>;)*^*+'>. 
D'un autre cöte on a 

CU.) 'T'[i]r>. = «. = [ijS. 

Multipliant par S^ et substituant la yaleur de jS^^ donnöe par (l.), il viendra 

(12.) S^S, = [=^]*PPl 
Enfin les deux equations (10.) et (12.) donnent, en les retranchant Tune de Tautre: 

(13.) S? {S* - 8,} = pp\ {(;»p:)*<*-«> - [L]) . 
Le premier merobre de celte equation 6tant divelopp^, peut prendre la forme 

oik Af B, C, ... . sont des entiets complexes; de sorte que Ton a 
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(14.) |»;»?{(|»|»:)»<*-*>-[=fl = k(A-fBr+Cf*-\-....). 

Comme cette iqnation subsiste qad qae sott la ndiie r, on en peot condore 
que le premier membre est divisible par A, et oda, pp\ n^ayant pas de ftic- 
leur oomiQun avec k, donne: 

(15.) (;»W)^*-*^ = [f;\ (»oi A). 

On a donc a plus forte raison 

(16.) o»K)^*-« = [=V (»od.*,), 

d'ott Ton tire, k etant la nonne de At9 

De mtaie) en ediangeant entre eox les nombres praniers reds /i et A de la 
Tonne 4ii-| l^ on a 

Donc 

1^1 = m - m = 1^1' 

ce fu donne ) ea mdtipliant, 

Cette e^tion foonit le ttieorene sdyant: 

Tkeorem€ iL ^Des inur «^wirai frmmkn rm^h^u de m- 
€fmd€ ei|^Mf^ dbitf I» pmrliet radfot mmt impmrm^, Upnmmr mt mm s*esf 
pm re$iäm fmmirmlifw dm ^e€ami, Mfen fw h lecmrf «# mi «*«# jmu 
fTMMhi fiUMfa'tilifiM dm prtmmr.'^ 

S les MaArts prauen f et f' sont to« de«x de p t ea Kt e espece» c^csi 
afire =3 (■od.4> ona surant le tkeorane de #W»«r y^<^>=(^ti^»^ 

~l(.od.f), daMaiiaaeces»ireMiä[^] = l. a de «e^i [^]= j, 
^«^*«««[=]=[7L«[=J=[fJ ATaidedecrtle«^ 
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marque nous ponvons rinnir dans Tenonci soivant les denx th^oremes qoe nona 
Tonons de trouver. 

Theoreme HL „Desiffnant par a'\-ßi, y-f ^* (/^ ^' ^ Ann/ 
poJr^ ^/ redvisible ä zeroi) deux nombres premiers eomplexes qneleonques, 
le premier est ou h*est pas rAidu qnadraüque du second sehn que le 
second est ou n'est pas residu quadratique du premier.'' 

Ce theoreme remarquable qui embrasse presqüe tout ce quMl y a i dire 
sor la theorie des risidus quadratiques est redevable a Mr. Gauss, ü sl M 
demontre pour la premiere fois par Mr. Dirichlel dans le 9'^"''' vol. de ce 
Journal. La demonstration que donne ce grand geometre est fond^ sur le tbeorime 
analogue dans la theorie reelle, generalement connu sous le nom „Loi de r^ 
ciprocite de Leffendre,'' tandis que la ndtre est entierement independante de 
cet autre tbeoreme. 

Fassons aux residus biquadratiques. Toutes les lettres ayant la mdme 
signification comme dans ce qui precede, si Ton eleve r^quation (1.) ä la 
puissance \(ji^ — 1), on obtient 

(20.) S^"^^^ =: pT^^'-'^pi^<i'-'y. 

La puissance Ä*<^'"'^ peut s'ecrire (jS^+*/^'^^\ L'expression Ä^ itant deve- 
loppee suivant le tbeoreme polynomial, peut prendre la forme 

ou Af Bf C, .... sont des entiers eomplexes. Or ^^^3 (med. 4), donc 

Substituant, il vient 

Maltipliant par iS^ et elevaot a la puissance ^{q — I), on a 

SfK9'-) = ÄfK9-'){y(J'+JI'r-i-tV+....) + [=^]*^'~'^TK'~'>} 

= y(^"-f ß"r-fC"r'+....)+[=^]'^'"'\'S^T)»<'-') 

Lpi J 

DU A etc. A'^ etc. sont ^galement des entiera eomplexes. II soit de la et 

CnUe's Jonrnal f. d. M. Bd. XXVIII. Hefl 1. 8 
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de requation (2009 qne la difference 

est dicutible par ^. D'an antre cöte, en se servank de la notatioD de Legemdrep an a 

;»H7-.)=(p (n,od.y), 

dooc, en remarquant qae ^(^ — I) est impair, on a 

C210 ,.*-"- ^ [ff'X^f'V ■)»"- C-od. «). 

Celle coDgruence donne requalion 

(2*0 [&]=[ir"(fr"(-.)»-. 

Soit eo premier lieu q de la forme 8n-f 3, on a ^(y — ^^1) ^ I (mod. 4} 
\(jl—Z) = {) (mod. 2), donc 

Soit en second lieu y de la forme 8n-f 7, on a ^(y— 1)^3 (mod. 4), 
i (y — 3) = 1 (mod. 2) , donc 

[|] = [0(f)[=]- 

Or /i elanl de la forme 4»-f *» ^'^ P^^^ remplacer f— ) par (— )• Je dis 
mainlenant que Ton a (-2-) = [:^j* En effet, (^)=(9')*^'> (mod./»), 

donc a plus forte raison (-2-j e= (y'^)^^''"'^ (mod.;?,), ce qui donne (— ) = 
r=J = r=^l . Sabstituant celle valeur, il vienl 

[f ] = [fjim = [=1- 

Les deox cas que nons venons de distingner conduisant au möme re- 
sultal, nous pouvons enoncer le theoreme suivant: 

Theorime IV. „De^fiffnant par q un nombre premur reet et 
positiv 4fi-f 3, et par p^ un nombre premier comptexe de seconde espece, 
dont la partie reelle est impmre, le car acter e biquadratique de —q par 
rapport ä pi est toujours le inAne que le caractSre biquadrafique de p^ 
par rapport ä q^ 
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Voila la premiere paiiie du theoreme fondamental snr les residus bi- 
quadratiques. 

Pour les recherches que nous aurons ä exposcr encore, il sera con- 

venable de generah'ser la signification du symbole |^===1 . Ce Symbole, tel que 

nous Tavous employe jusqu'ici, suppose que / soit un nombre premier com-» 
plexe impair, M etant un entier complexe quelconque non*-divisible par /, et 
nous avons designe par la la puissance evidemment unique de i qui salisFait a 
la congraence 

j[f *w/)-i) ^- [-^J (mod./), 

A'(/) etant la norme de /. 

Soient /, /^ V, .... des nombres premiers complexes impairsnon-diviseurs 
de Jif, mais d'ailleurs egaux ou inegnux, et soit II' l'\...=: L, nous designe- 
rons desormais par 

m 

le produit 

w [f] = [4][#][#]- 

=y=J sera nomm6 le co- 

ractere biquadratique de M par rapport ä L. 

Par rapport a notre Symbole ainsi generalis^, on aura les formules 
suivanles dont la demonstralion se presente d'elle mdme et doilt. Ittsage est 
tres fr^quent: 

c*4) [#]=[4]' [t]=[#][-x-]. {w\-mm 

equalions qui supposent, la premiere, queJU^ toujours saus diviseors oommnn avec 
rentier complexe impair L, est == P (mod. L) ; la seeonde qne ilf et Mf sout 
Premiers ä M^ et la troisieme queilf est premier aux entiers impairs L et L'. 
Lemme 1. ^^a-^-ßi et /-{-^i etant deux entiers complexes quel- 
conques sans diviseur commnn, on a toujours 

L y + Ji J Ly-.*iJ' ^ 

*) Ici et dans tout ce qui va suivre on suppose tacitement qne les dtoomtnateurs des 

8* 
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La verile du lemme sera Evidente, si nous pouvons le verifier dans les cas 
particulier oü /4^(^< se reduit ä un nombre premier. Avec cette restriclion 
on aura 

f==^] = («-/?,y >-'+*'-'> (inod.(y-.yO), 

c*est ä dire 

[J^] = (»,+ni)(y-(Ji)-f(«-/?f)*<^'^^-^> = t* 

oü m et n sont deux enliers r^eis. De lä, od reinpla9ant partout t par 
— if il suit 

(-'')* = [75fr]'- («+/^*>*^'-'' (mod.y+«rO, 

ce qu^il s'agissait de prouver. 

Lemme IL ^^ et J? ^lant denx entiers rdels et saus diviseur com* 

[A n 

Soit d'abord q un nombre premier reel de la forme 4it-j-3 (abstrae- 

tion faite du signe), on aura evidemment r=l = I , puisque [=1 ^ (^i^^+i))^-* 

^ 1 (mod. 9}, en vertu du theoreme deFermat. Soient en second lieu p^ et 
P2 deux nombres premiers conjugues de seconde espece qui ont p pour norme 
commune, on a (Lenunel.), A etant r^el, 

Si donc on suppose B = qq'q'\... pp'p'^ . . . . , q,q% q*\ .... etant des nombres 
Premiers riels ^n\'i^ pyp'^ p'\ .... des nombres premiers rieh 4it-|- 1, on a 

[#] = [fK^lt?] ■• [T][#]tF'] •••• = '• 

Lemme HL ^Designant par A un entier reel qui avec son signe est 
^ 1 (mod. 4) , et par L un entier complexe quelconque, je dis qu^on a Tequation 

[|] = [4]" 

L*entier räei A etant ^ 1 (mod. 4.)? il peut ötre decomposd dans un 
nombre de facteurs premiers r^b q de la forme 4fi4-3 pris cbacun avec 



symboles [==] sont impairs et qu*ils n'ont pas de diviseur commun avec les nuinerateurs. 
On suppose anssi que tons les entiers complexes impairs sont pris tels , que leor partles 
reelles soint impaires« 
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le sig^e mtnns, et dans un nombre de facteurs premiers reels p de la forme 
4it-f 1 pris chacun avec le signe plus. A Taide de laseconde et de la troi- 
sieme des equations (24.) tout se reduit donc a prouver que 

En se senrant toujours de la seconde et de la Iroisieme formule de decomposition 
(24.), la premiere proposition resulte immediatement do Theoreme IV. et da 
Lemme II. Quant a la seconde^ eile se dädoit de requation (18.), c'est a dire 

de requation ["^^^^^J = [1=1 ? ^^ P^ ^ ^^^^ ^^^ nombres premiers reels 4 »-}"•» 

et oii p=^pip2, A==A^^; p^ pi, h^t h^ itant des nombres premiers com- 
plexes de seconde espece ayant resp. p^ h pour normes communes. En effet 
Ai, k^ etant conjugues et p ötant reel, le Lemme I. donne 

donc il vient 

Or d^signant par B le plus grand enlieir reel qui dlvise L, et par h^t Kit K etc. 
les autres facteurs simples Je seconde espece de L^ on aura 

La = B h ih2 h2 • • • • 9 

"'» [#1=»]= ' """^"•>' " *> ""' [t]=[Ö' [#]=[#]' 

r=±l==r=J etc. en vertu de ce que nous venons de trouver: donc aussi 

Lemme IV. ^^Disignant par m un entier röel impair positif on n^- 
gatif, on a [=1=1 pour m^l,7 (mod. 8) et [=J= — i pour m^ 

3, 5 (mod. 8), ou, ce qui revient au möme, on a toujours [=! = (")• D© 1* 
comme coroUaire 11 suit que 
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r=l r=l = 1 , lorsqoe m^m* (mod. N), et 
[i=][=] = — I, lorsque m = m'+4 (mod. 8)/' 
Soil p-^p^p^ Bn nombre premier positif 4n4- 1 , on aura (Lemme I.) 

L^] = [77]' • ~"''*"°' f" t?;] ■' """' 

doiic r=l = 4* ' ou = — I , Selon quo p^\ ou := 5 (mod. 8), et par con- 

sequenl r=l=-|^-i ou = — 1, selon que p^±\ ou /ei^ + 5 (mod. 8), 

c'est a dire selon que ±;!?ee:5J,T ou ±;>==3^5 (mod. 8). Soil en second 
Heu q un nombre premier posilif 414 4-3^ on aura 

[17J =""'""=<-"'"""""""" fi?] =(-±7)- 

Ouel que soil donc le nombre premier reel (a) on aura loujours [^-=1 = (47") • 
Cela etant, on peut toujours supposer 

«I = + aa' a"... . 
oü a, a , a'^ sonl les facleurs simples reels de m; il suit donc que 

ce quMI s'agissoit de prouver. 

Nous considererons dorenavanl avec Mr. Gauss comme nombre pri^ 
maire parmi quatre entiers complexes impairs associes qui forment un meme 
groupe, celui a-f *», evidemment unique, pour lequel on a 

ou n^^l (mod. 4), et en mdme temps Äz^O (mod. 4), 
ou a^Ei'i (mod. 4), et en möme temps A £= '2 (mod. 4). 
Mais celte expression ne doil pas 6lre confondue avec ee que Mr. Dirichlet 
appelie nombre primaire. On conclura aisement de la Convention que nous 
venons de poser, que le produit de deux, el par consequenf d'un nombre 
quelconque d'enliers primaires est lui mdme un cnlier primaire. Tous les 
entiers primaires peuvenl etre distribues en deux classes distincles. en com- 
prenant dans la preiniere classe tous ceux qui sonl £= 1 (mod. 4) et dans la 
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secande tous ceuz qui sont ^3-f 2i (mod. 4): Gelte distinction est d'une 
grande utilit^ dans la theorie des rdsidus biquadratiques, et il sera bon de 
Tappliquer ä des exemples. 

Les entiers reels impairs, pour fitre primuires, doivenl 6tre pris avec 
le signe plus, ou avec le sigiie moms, selon quMls sont, abslraction faite du 
si^e, ^ 1 (mod. 4) ou ^ 3 (mod. 4). Les entiers reels et primaires appar- 
tiennent donc loujours a la premiere classe, puisque leur parlie imaginaire est 
ziro , et partant ^ (mod. 4). 

Ces preliminaires poses, soient a^bi et c-f-rft deux entiers cora- 
plexes primaires premiers entre eux donl les elemenls a e\ h, c e\ d n'ont 
pas de diviseur corninun. Cela etant, on aura evidemmeut la congruence 

(JL.) ä'{a'\^bi) = c'(ae'\'bd) (mod.c+rfi). 
En effet, la difference des deux membres est =:äc^-\-bc^i — a^ — bc^d^= 
bc*i — bc^d = bc^i{c-\'di) et parsuite divisible par le module C'\'du Sftivant 
Thypothese admise sur les entiers c eX d, c n'anra pas de diviseur commun 
avec le module; mais a-^-bi etant egalement premier ä c-{^di, le premier 
membre de la congruence (^0? ^t par suite aussi le second, n'auront pas de 
diviseur commun avec le module. On tirera donc de la requation 

^^•J IT+Td — l7-fdi\ L"7+rfT"J- 
Les entiers a e\ b n'ayant pas egalement de diviseur commun , on aura de möme 

^ ^^ ur\Ti\ ~ U+i J L a+*i J 

et partant (Lemme L) 

Multipliant entre elles les equations (B.) et (/^O? ^ ^^^^^^ 

i-^^-J U+rfiJLä+iiJ ~ LH^rf/J L^Ä"iJL(c-}-rf/)(«-Äi)J' 

Pour pouvoir appliquer le troiaieme Lewme au second membre de cette equa- 
tion, il faut que les numerateurs des symboles qui y entrenl soient ^ 1 (mod. 4). 
Seit donc pour abreger (T= + 1, e= + I, ou les signes sont pris tels, qu'on ait 

/i ;= J (mod. 4), c^e (mod. 4). 
Cela pose, on aura ec^l (mod. 4), ^a^l (mod. 4), fis{ac-^6d)^^ 
d%ac^ 1 (mod. 4). Donnons donc au second membre de Pequation (£•} 
la Torme 
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CF ^ r=iL=l* r ^^ 1 r i^{ac-{;hd) 1 r_*_-i r ^ "l . 
'^ ^^ UhHRJ U+rdUc+6rf+4(arf~4c)jU+6iJu+rfd* 

forme dont la legiUmite resulte de ce que ^' = €' = 1. Comme les nimen- 
teurf des Irois premiers symboles sont ici des enliers reeb et ^ I (mod. 4), 
on pourra (^Lerome HL) remplaoer ces trois symboles respectivement par les 
S)inboles inverses 

respectivement equivalents anx suivants: 

[dr\ * r_«^"i* r±^ r*/i r_Ll riiad—hcu p < i 
7J~LtJ— L7J^ LtJ~LtJ' L ac^bd\~Vmc^hir 
de Sorte que la yaleur du produit des trois premiers termes qui entrent dans 
Texpression (f\) se reduit ä 

11 resie encore les deox derniers facteors da produit C^O« '® ^^ ^* 
le produit de ces deox facteurs se reduit toujours a i'unite prise positivemenL 
En elTet, comme Ton « * = [—i]^^*\ J = (— i;«—'), le produit dont it s'4git 
peul s'ecrire ainsi: 

t— l_-iK'-«)r — l-i* 
-}-ÄiJ U+rf;J 



[rö]-=;-'"-"' t?7j=(-')*~"' 



Or 

7+Ä7J ~^ * • Lr-frf; 

donc 

Toule la yaleur du second membre de reqoation (JE.) se reduit donc 
a Texpression (A)- Cherchons la valeur de celle expression. Lorsque les 
entiers complexes primaires a-^bi et c-^di n*appartienneDt pas toos deux 
a la seconde classe«» le produit bd sera necessairement divisible par 8, d^oa 
Ton tire ac^ ac-j-bd (mod. S). el Texpression (£f.) aura la valeur -pl. 
Mais si les nombres n- bi et c — di appartiennent tous les deux a la sec^mde 
dasse« b e\ d seront de la forme 4n — '2 et par consequent bd stfu de la 
forme Sn--4* et parsuite ac ac — bd—i (mod. 8), et Texpression (Ä) 
se reduira a — 1 (Lemme IV.)- 

Or niuliipliani requalion (C) de part et d'autre par r:^^!:^^! et ob- 
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sarvant que KJ, J s= 1, on voit qoe les d6ax expres^ons 



(^) [^] - iSrJ 



8ont au egäUa au appasdes, sehn que Us deux entiere primmne gm y 
entrent n'appartiennent pas au appartiennent taus les deux ä la 
eeeande classe. 

Pour gtoöraliser encore le resnltat que noiis TenoDS de tronver, soient 

deux entiers oomplexes quelconques primaires premiers entre eux, fi e\ v 
iHmX deux enUers r^els que dous sdpposons touB les deux ^1 (mod. 4), et 
a-j-ii^ C'\'di ayant h ni6me significatioii que dans ce qui pr^cede; il n'existe 
pas de nombre primaire, qui ne seit pas repr^ente sous cette forme. Cela 
pos^, les öquations (24.) donnent 

L-c+UTJ "" LTJL^TiJl— ir-jLT+rfrJ^ 

[|^] = t7][^][Ä][|flf]- 

(Lenime III.), et enfin d'apres ce que nous venons de trouver, 

[^]=-[##]<>»=+[i$if]. 

seien que a-f-^t et c-f <ft appaiHennent ou n'appartieiiiient pas tous les deux 
iia seconde dasse, ou ce qui revienl au möme, fi e\ y 6tant ^^1 (mod. 4), 
sdon que A-if-Bi et C-f i't appartiennent ou n'appartiennent pas tous les 
deux k la seconde dasse» D Tient donc seien ces deux cas 

r=d±£ii — X r ^+^-i i 

L c+Di J ~ + L j[+jfiJ' 

c'est i dire 

Theoreme fondnmental. ^fDesignant par A-^-Bi etC-\'Di deux 
^entiere eamplexea primaires sans diviseur commun, c'est ä dire tele que 
,Jan mt, au simuUunement il^l, B^{) (mod. 4), au simuUanement 
„A^3^ B^2 {mod. 4)^ oti , ce qui revient uu mime, tele que Von ait 
„A-^- Bi^C-^- Di^l (mod. 2 -f 2 i), le caraclere biquadratique du premier 

CreUe^i Journal f. d M. Bd. XXVIH. Heft 1. 9 
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npmr rapport mi seeand est ^l au earaelSre kiquairm6que du Mcand 
f^pmr rapport au premier, larsque au Fun et faulre au du mabu Fun 
„dee deux et/ ^ 1 (mod. 4); mais eee earaeUree biquadraiiques difereni 
„da deux unifAf, lorsque A'\^Bi et C-\'Di eant taue lee deux ^d-f-^t 

On voit que ce th^reme comprend comme cas partieoBer le thtereme 
oölebre de Mr. Gaues, que ce profond analyste a enonc6 dana le §• 67.* de 
SOS rediercfaea sur les residus biquadraliqoes. Yoici donc la demonstratioii 
rigourease et g^n^rale de ce theoreme celebre, hqaeUe rOlastre aatenr qoe 
Heus venons de citer juge sujette i de si grandes difBeultte, qu'il la renvoie 
anx plaa profonds mysteres de rarithmötiqiie transcradante *}• Neanmoinif U 
y a d^aatant plus lieu de s'etonner que peraonoe n'a aongö d*ea ezpoaer ime 
dönonstracion, puisqae tonte la theorie des nombrea complexea paratt dtre üi- 
Teat6e, poar ainsi dire, en faveur de ce tböoreme. 

La demoDfitratioii qoe Dons yenons de pr^nter est tres simple, et qaoiqoe 
die paratt £tre un peu longae) on remarquera qae neos n^avons presqae rieii 
sappos^ connu, excepte quelques formules fort simples qae noos avons pronvees 
daiis on aotre lieu deja dte, et dont la demonstration repose sur ce seul principe 
qn^un Systeme de residus, multipüe par un eotier premiw au module, reproduEt 
mi Systeme de residus. Au reste je suis panrenu encore a une autre de-* 
moQStration de ce theoreme excellent, que j'exposerai plus tard. 

Panni les consequences nombreuses du tbeor^me que nous yeaoiii 
d'inottcer, nous ne citerons qu'une seule qui est surtout remarquable et doirt 
la demonstration se presenle facilement 

,,Designant par Lun entier complexe impair donne, par ^ un entier 
complexe variable: tous les facteurs complexes simples premier a L qui diyisMt 
la forme i^^ — ^ ^^^ contenus dans nn nombre determine de formules lineairea 
tdes que 4Lr4~'> ^^ y est un entier complexe variable et A un entier com- 
plexe determine. 

Remarque. Dans ' les recherches qui precedent nous avons souvent 
employe la conclosion suivante: 



*) Voici scs propres mols: ,,At aou viüsUute iomma hujus theorematis sia^Bcilale, 
i|isi88 4emAiistmio inter nystma orithineticae suMimioris maxtiDe recondila refieranda ert» 
ili li« sallem lü nunc res esi^ sohülissiaus taatummodo inve$tigationes aoodari poaaty 
mae limites piacsentis coaunentatioais loogc traosgredereBtur.'' La troisiwe parlie 4e oas 
ledMisbes. ^ laqudle inBoüre mUmr ranveie sa demooalratfc», a'a paa edcore paruA 



^^Le produit d'mi entier eomplexe a et d^une fonction en&ire de r i 
ooCfficieiits entiers complexes Ümt egal a an antre entier eomplexe ß^ et 

eette 6gaHt6 subaistant qnelle qne aolt la racine r de reqnation 7- == Oj 

fl fbir de li qjBieß est n^oMsatremeat divlsfte pto «/' 

La MgitimtK de oette «mdttrton peat dtre dtocoMe adAment eomme 
nüt. Chaqve fonction entiere der« teile qpe noos venons de difinir, peot 
prendre la forme 

^ ^.jTr -f-Cr»+ . .. . -f. K#*-»; 
J, B,C, ..>. K etant des entiers complexes; on a donc sniyant Phypotiiese 

o(J-|-Jlr»+C*^-|-....+iCr'0-'))= /?, 



£b nrahipBant ces iqoations resp. par r, r*, . . . . f^ «k les ijontant, U yient 

«(— il«.Ä^C-;...+(j»-l)ir) a= -/J, 
done /9 «st divMUe par a, ee tpi*ü 8*agissait de provrer. 
Berlin, Join 1844. 
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10. 

über die Elimination der Variabelu aus drei algebnu- 
sehen Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei 

Variabein. 

(Von Herrn Dr. Otto Hesse, Privatdooenteil an d«r Universit&t 20 Kdnigaberg.) 



1) tV enn man aus zwei gegebenen vollstAndigen Gleichungen mit einer 
Variable vom isnten und nten Grade diese Variable auf Irgend eine Weise 
eliminirt, so erhalt man eine Gleichung swisehen den Cofif&cienten der gege- 
benen Gleichungen, welche erfällt wird, sobald ein Werth der Variable den 
beiden gegebenen Gleichungen zugleich genflgt. Wenn umgekehrt diese 6M- 
chung zwischen den Coöf&cienten erfollt wird, so braueht nicht immer ein Werth 
der Variable zu existiren, der den beiden gegebenen Gldchungen zugleich 
genflgL Durch eine geschickt angestellte Elimination der Variable kann man 
aber eine Bedingungsgleichung zwischen den Coöfficienten der gegebenen 
Gleichungen finden, unter welcher jedesmal ein Werth der Variable existirt, 
welcher den gegebenen Gleichungen zugleich genflgt, und die erfüllt wird, 
wenn ein Werth der Variable die beiden gegebenen Gleichungen zugleich 
erfüllt. Diese Gleichung, die in allen durch Elimination der VariaUe ent- 
standenen Gleichungen als Factor enthalten ist, fahrt den Namen der End- 
gleichung, während die andern Factoren mit dem Namen der flberflflssigen 
Factoren bezeichnet werden. Durch Euler (Mem. d. Beii Akad. an« 1748 
und 1760) ist bekannt, dafs die Endgleichung homogen ist und in Rtlcksicht 
auf die Coef&cienten der Gleichung vom mten Grade bis auf den Aten, in 
Rflcksicht auf die CoSfficienten der Gleichung vom itten Grade bis auf den 
lyiten, endlich in Racksicbt auf alle Coefficienten der gegebenen Gleichungen 
bis auf den (m-f it^tenGrad steigt. Unter den bekannten Verfahrungsweisen, 
die Endgleichung zu bilden, verdient die Zuräckfflhrung der Aufgabe auf die 
Elimination der Unbekannten aus linearen Gleichungen, welche der Herr Pro- 
fessor AtVAe/ol als einer Entdeckung des Herrn Silvester in dem2iten Bande 
dieses Journals erwähnt, und welche ich ohne sie zu kennen im 27ten Bande 
wieder aufgenommen habe, unstreidg den Vorzug. 
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Für drei Glmohimgai mit xwei Variabehi ift, Mviel idi weifs, Alm- 
lldies Bodi nicht geldstet wordeiL Idi vrer^e dtlier Im Folgenden die Euler^ 
solle Hetliode sn yerallgemeinern sndien. 

3) Es sden: 
1. A^tr)«=Oi 2. 9(:r,y)==0, 3. v<:r,)r) = 

im vollstftndige Gleidiiingen zwischen den beiden Variabdn w nnd » vom mtra^ 
itten nnd /Ken Grade. Diesen Gleichongen wird num im Allgemeinen nicht dnrch 
ein Wnrzelnpaar x nnd y genügen können, wran nicht eine bestimmte Relation 
iwisdien den Cofiffidenten der gegebenen GleicAnngen stattfindet, nnd wenn 
diese Relation stattfindet , wird man immer em Wnrselnpaar finden , welches 
den gegebenen Gleichnngen m gleicher Zeit genflgi Um diese Rdation zn 
findra, welche im Folgenden den Namen der End^eidiung ftthren wird, snche 
man die Bedingung zwischen den CoSfficienten der 3ten Gleidrang, unter welcher 
ein Wnrzelnpaar der baden ersten Gleichungen der dritten Gleichung genflgt. 

Unter der Voraussetzung, dafs m.n die Anzahl der Wurzelnpaare dw 
beiden ersten Gleichnngen ist, was Euler an dem genannten Orte bewie- 
sen hat, ist die gesuchte Bedingung: 

4. y = V^(^i, yi).V(^a, r») « • • • V(^m.., Xm.n) = 0, 

wenn man durch ap^, yi\ dp„ y^; .... a?«.„, y«.^ die Wurzelnpaare der ersten 
und zwdten Gleichung bezeichnet. Denn wenn ein Wurzelnpaar der beiden 
ersten Gleichungen zugleich der dritten genflgt, so wird auch die Gleichung 
(4.) erfÜlDt; nnd umgekehrt, wenn die Gleichung (4.) erfollt wird, so giebt 
es immer ein Wnrzelnpaar der beiden ersten Gleichungen5 welches der dritten 
Gleichung genflgt. Entwickelt man den linken Theil der Gleichung (4.) nach 
Potenzen und Producten der CoSf&cienten der dritten Gleichung, welche Entwick- 
lung mit V bezeichnet werden mag, so wird die Gleichung !F= in Rflcksicht 
eßS die Coöfficienten der dritten Gleichung homogen und vom Grade m.n und 
die Cofiffidenten dieser Potenzen und Producte werden bestimmte Functionen 
der Wurzeln der beiden ersten Gleichungen sein. Es bleibt also noch übrig, 
diese Functionen in der Entwicklung V durch die Coeificienten der beiden 
enrten GleichnngM Huszndrflcken, um die gesuchte, von jedem flberflflssigen 
Factor frde End^dchung zu erhalten. 

3) Wenn man auf irgend eine Weise aus den drei gegeben Gleichun- 
gen die Yariabeln eliminirt, so erhfilt man eine Gleichung 

5. iP = 0, 
weldie immer erfflit wird, sobald ein Wurzelnpaar dM drd gegebenen Giei- 
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chinigen siigleieh geaflgt DA drei gegebram Gieiclmigm' wird ab«r durch 
ein Wursehpear gmflg^ weifn die GleidiTing (40 erftttt wird Dtfans folgte 
dafs die Gleichung (5.) erfüllt wird^ wenn die Gleichung (JL) erfüllt wifiL 
Angenommen, dafs man die Gleichung (5.) gefunden hahe, und dafs sie in 
Rücksicht auf die Coeffioenten der dritten Gleichung homogen und vom Grade 
m.n sei. Da dieselbe für alle Werlhe der Co6fiidei|ten der dritten Gleichunf 
erfüllt wird, weiche dw Gleichung (4.) nugthun, so folgt bierana^ d«£i 
die Ausdrücke P und !F nur durch einen toa den Coöfficienten der dritten 
Gleichung unahbüngigen Factor Ton ^nander verstihieden sein kennen. Be- 
zeichnet man daher das in. der Function v von den Yariabebi x^y^ freie Glied 
mit^ und den CoSfBcienlen tf-" in der Entwicklung der Function P mit /^ 
so wird man 

6. ^ x= y 

r 

haben, woraus sich durch Gleichsetzung der CoSfBcienten gleicher Potenzen mid 
Producte derCoefGcienten der dritten Gleichung auf beiden Seiten der angefahrten 
Gleichung die gesuchten Functionen der Wurzeln, ausgedrückt durch die CoCf- 
ficienten der beiden ersten Gleichungen , ergeben. £s kommt also darauf ra, 
aus den drei gegebenen Gleichungen durch eine geschickt angestellte Elimina- 
tion der Variabeln eine homogene Gleichung PssrO vom muten Grade in 
Rücksicht auf die Cofifficienten der dritten Gleichung abzuleiten. Man wird 
sogleich sehen, wie dies auszuführen sei, wenn die Ste Gleichung vom er» 
sten Grade ist. 

4) Es sei die gegebene dritte Gleichung 

lineAr. Alsdann geht die Gleichung (4.) in 

über. Man eliminirt aber die Variable y aus den gegebenen drei Gleidumgeil, 
indem man aus der letzten den Werth 

y = _iH±^ 

in die beiden waten setzt, wodurch man, wenn man mit b^ und t^ mnltipUeirt* 
folgende in Rücksicht auf a^, 6^, Cx hoflM)g»e Gleichungen 

erhalt Diese Gleichungen sind in Rücksicht auf ax^ bx^ Cx respective vom 
Mten und vom nten Grade , ao wie auch ia Rücksicht auf die Variable x. 
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ElUuiBirt man dahsr die noch flbrig bleibende VariaMe x nach der bekannten 
Helhode., ao wird man eine Gleichnng 

10. iPi = 
erhaben 9 welche in Rflcksidit auf die Coöfficienten in /, ^y V^a respective 
Vom nten, mten und turnten, in Rflcicsicht auf die ecöffidenten in f und ^ 
Tom irt-f nten und in Rficfaricht auf alle CodfBcienten'homo^n und vom Grade 
m-f-n-j^m.n ist. Bezeichoet man daher durchs den Co£fficienten von c]p" 
in der Entwicklung des nach Potenzen und Producten der Gröfsen ai^ b^^ Ci 
geottbeten Ausdrucks Px^ der in Rücksicht auf die CoefBcienteri in fnnd ip 
vom Uten und vom iTiten und in Rücksicht aaf beiderlei Codfficienten vom 
Grade m-f it ist, so erhalt man: 

11 El ^ V 
9 
Eutwickeit man beide Seiten der Gleichung nach Potenaen and ,Producten der 
Gröfsen üx^ bi^ Cx und se^t die Coäf&cienten gleicher Potmzen und Producte 
auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich, so erhiU.man Functionen der 
Wurzeln der beiden ersten Gleichungen, welche sich in der Entwicklung ^ 
der Gleichung (4.) wiederfinden, ausgedrückt durcl). die CoSfficienten jener 
beiden Gleichungen. Aaf diese Weise kann man aber nur gewisse Functionen 
der^^VVTurzeln, welche in der Entwicklung V enthaiteA aind, durch die Co£f* 
ficieiftjsn der beiden ersten Gleichungen ausdracken. Um alle Jene Functionen 
der Wurzeln auszudrOcken, juehme mi|o atatt der linearen Gleichung (7a) nach 
einander die linearen Gleichungen 

V'i (^» y) = «^ ^p2{p^f y) = 0. . . . . Vp(^ y). — tJ^ 

weldie aus jener entstehen, indem man für den Index k nach einander die 
Indice» 1, 'i, .... p aelzt, und bilde die ihnen entspritohendM Gleichungen 
(8: bid 11.), welche diircb die entsprechenden Indices bezeidinet werden 
schien. Endlich nehme man an, ^ß die gegebene dritte Gleichung in die 
ttüeiren Factoren v;,(j?,y), ^r{x,y)^ .... %{x,y) zerftllfbar sei. 

5) Wenn die gegebene drille Gleichung 

12. rpi{x,y).y^2{^',r)- •V'p(^iy) = 
ist, aa geht die Gleichung (4.) in 

13. 9ir'F,....Vp^Q 

flber^ und wenn ein Wurzelnpaar den Gleichungen (1.), (2.), (12.) zugleich 
gODSgt^ so hat man 

14. PtPt....Pp^O; 
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DoBBOch wird 4iB QUeidamg (14.) erfallt fbr alle Warlhe woü «i, W$ ^d 
tf), 629 •• «M welche der Gleiehimg (13.) genftgen. Et kftimeii 4ABt die Hih 
ken Theile dersdben^ wdehe in Rficksidit auf die genamiteB GrAben homogen 
und von demadhen Grade aind, nur durch einen ^ün Ogj^bii.... unahhAngigen 
Factor sich Ton Lander unterscheiden. Beadidmet man also durdi V^ mid 
Po die linken Theile Jener Gleichungen, so kat man 

15. ^ = ?Fu. 

Entwickelt man b«de Theile dieser Gleichung nach Polenten jund Prodndtti 
der Gröfsen «19^, Cg^ 029 ^i^ • ••• nnd setzt die Cofiffidenten gleicher Por 
tenaen und Producte auf beiden Seiten der Gleidiung einander gleidh^ so err 
halt man gerade die gösuchten Functionen der Wurzeln der beiden ersten 
Gleichungen, welche in der Entwicklung des linken Theils der Gleichung (4.) 
vorkommen, ausgedifldLt durch die Cofifficienten der Gleichungen (1.) und (2.). 
Alle diese Ausilrflcke haben den gemeinschaftlichen Nenner ^, welcher in 
Rflcksicht auf die Codflicienten der ersten und zweiten Gleichung homogen und 
respective vom np und m/rten, und flberhaupt vom (m-f n)/iten Grade ist. 
Da nun, wie man gesehen hat, die Cofifficienten der Entwicklung von Pi nadi 
Potenzen und Producten von ax^ ix^ Cx ia Rfidwidit anf die Cofififidenten der 
ersten und »weiten Gldchung vom nten und mten Grade süid, so wird JPo 
respective vom np und mpten und in Rflcksidit auf alle Coöfficienten der er- 
sten und zweiten Gleichung vom Grade (»t-fit);!^ sein, Dasselbe gilt von 
den ZAhlem der Ausdrücke fOr die genannten Functionen der Wurzeln der 
enlen und zweiten Gleichung. 

6) Die aus den gegebenen Gleichungen (l.)^ (3.), (3.) hervorgehende 
Endgleichung erhalt man nun aus der entwickelten Gleichung (4), wenn man 
darin die AusdrAcke der Functionen der Wurzeln der beiden ersten Gleichun- 
gen substituirt und mit dem gemeinsamen Nenner g^ derselben multiplidrt Aus 
dieser Bildlingsweise der Endgleichung ergiebt sich aber folgender 

Lehrsatz 1. 
Dis durch Elimination zweier Variäbeln avs drei algebrmeeh^n 
Gleichungen vom mten, hten und pten Grade hervorgehende Endgleichung 
ist in Roekeicht auf alle Coeffinenten dieser Gleichungen homogen und 
vom Grade mn'\-np'\-pmj und in Rücksicht auf die Coefßcienten 4er 
einzelnen Gleichungen ebenfalle homogen und von den Graden mn, np, pm. 
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7) Obwohl die auseinandergesetzte EHminationsmelhode immer smn Sele 
ftthrt, so lassen sicli die angewendeten Operationen wegen ihrer Unsymmetrle 
doch in wenig verfolgen, als dafis man darans die wahre Natnr der End- 
gleichnng mit Leichtigkeit erforschen liOnnte. Da die Endgleichnng, selbst in 
dem Falle wo die gegebenen Gleichungen sAmmtlich nur vom zweiten Grade 
sind, aus einer nicht übersehbaren Menge von Tennen besteht, welche Bizout 
in seiner Theorie der algebraischen Gleichungen nicht ohne Mühe berechnet 
hat, so wird man es nicht versuchen, aus der Endgleichung selbst Nutzen zu 
ziehen, vielmehr symmetrische und leicht zu verfolgende Eliminationsmetho- 
den sich schaffen müssen, die eine Einsicht in die Natur der Endgleichung 
gestatten. Für den Fall dreier Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei 
Variabeln werde ich eine solche Methode entwickeln, und zugleich Folgerungen 
ziehen, die für die Theorie der Wendepuncte der Curven dritter Ordnung 
wichtig sind. Denn während die Bestimmung der Wendepuncte der Curven 
dritter Ordnung auf eine Gleichung vom 9ten Grade führt, bietet die ge- 
nannte Eliminations- Methode die Mittel, diese Gleichung vom 9ten Grade 
durch eine vom 4ten und eine Gleichung vom 3ten Grade zu ersetzen. Von 
den geometrischen Eigenschaften der Curven dritter Ordnung, weldie sich aus 
dieser Eliminations- Methode ergeben, führe ich vorlAufig nur diese an: „Dafs 
die Wendepuncte aller Curven dritter Ordnung, von denen jede durch sfimmt- 
liche Wendepuncte einer und derselben Curve dersdben Ordnung hindurchgeht, 
mit den Schnilfpuncten zusammenfallen.^^ 

8) Wenn man durch /*i, /^, /^ drei gegebene homogene Functionen vom 
zweiten und durch <p und tp zwei gegebene homogene Functionen vom dritten 
Grade der drei Variab^ oti, x^^ Xy bezeichnet, so kann man immer drei 
lineftre homogene Multiplkcrtoren A^^\ A^^\ A^^^ und einen constanten Mdti- 
plicator p so bestimmen, daft 

ist» Denn wenn man die Cofifficienten gleicher Potenzen und Froducte der Varia- 
beln auf beiden Seiten der entwickelten Gleichung einander gleich setzt, so erhftlt 
man 10 line&re Gleichungen zwischen den 9 in A^^\ A^% J^'> enthaltenen Con- 
stanten und der lOten p. Bestimmt man daraus die unbekannten 10 Constanten, 
so stellen sich die Werthe derselben als Brüche dar, mit demselben Nenner R. 
Dieser Nenner ist unabhAngig von den CoöfGcienten der Variabeln in der Function 
y;; er ist homogen und lineftr in Rücksieht auf die Cofiffidenten in 9; femer 
bt er homogen und vom 3ten Grade, sowohl in ROcksicht auf die CoCffidenten 

CreUe^i Joonial f. a. M. Bd. XXVIO. Heft 1. 10 
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in /i, als m ROcksicht anf die Co£f8cimten In f^ nnd ^; endlich ist er homogen 
nnd vom lOlen Grade in Rücksicht anf alle in ft^ fi^ /j und V enthalleaen Coöf-» 
ficienten. Was den ZShler des Werthes der Unbekannten p betrifft, so kann 
man die Bemerkang macheu, dafs er unabhängig von den Coöfiictenten in 9 
ist, homogen aber und vom ersten Grade in Rficksicht auf die Coeffictenten 
in V) homogen und vom dritten Grade sowohl in Rücksicht auf die CoSfG- 
cienten in fi als in ^ und /^; endlich homogen nnd vom lOten Grade in 
ROcksicht auf alle in ^1, /o, ^3, rp enthaltenen Coefficienten. 

Die Nenner der unbekannten Coefficienten lassen sich vermeiden, wenn 
man R^^ statt rp setzt, wodurch die in Rede stehende Gleichung in 

16. yiy + J(*>/I -f A^'Y, + A^Y, = Ä , ip 
übergeht. Denn bestimmt man in der angegebenen Weise die unbekannten 
Coefficienten in dieser Gleichung, so werden dieselben gleich denZihlem der 
unbekannten Coefficienten in der vorhergehenden Gleichung, und folglich bu 
ganzen Functionen der in /I, /!., ^, ^ und tp enthaltenen Coefficienten. 

Da die Gröfse R unabhängig von den Coefficienten in xp ist, so wird 
sich dieselbe auch nicht ändern, wenn man für y^ das Product x^.Xi.x^ setzt, 
wo ar, il, ^ irgend welche gleiche oder ungleiche unter den Zahlen 1, 3, 3 
bedeuten. Die andern Multiplicatoren werden sich aber ändern nnd mögen 

durch Pgyi^ß,^ -^?i,/'» -^«?^/" "^^'Xm ^ö*^*^*^^ werden, wobei angenammen 
werden soD, dafs die verschiedenen Zeichen, welche aus den angegebenen 
durch Permutalion der unteren Indices unter einander entstehen, immer fttr 
dieselbe Gröfse gelten, so dafs z. B. 

ist. Dasselbe soll auch künftig für alle ähnlichen Bezeichnungen gelten. 
Demnach hat man 

woraus sich, wenn man für x^ X^ fi die Combinationen der Zahlen 1, 2, 3 
mit Wiederholung setzt, 10 verschiedene Gleidinngen ergeben« Die Gleichmg 
(17.) stellt also ein System von 10 Gleichungen mit 30 Multiplicatoren A nnd 
10 Multiplicatoren p dar. Nimmt man nun an, dais die gegebene Function tp 

sei, welcher Ansdmck kürzer durdi ^c^^i,» x^XiX^ bezeichnet werden kann, da 
■um «00 dem Gtiede c^^j^^ x^x^x^ die ganze Summe erhält, wem mm f&r jr, 1, « 
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nach einander die CombinaUonen der Zahlen 1^ 2, 3 mit Wiederholung und 
ihre Permutationen setzt und addirt, auch wie oben annimmt, dafs c^^x,m == 
c^^^iz=.... sei: so kann man die Hulliplicatoren in der Gleichung (16.) 
durch die 40 Multiplicatoren in dem Systeme von Gleichungen (17.) auf fol- 
gende Art ausdrflcken: 

9) Ea bleiben noch die 40 Multiplicatoren des durch (17.) dargestell- 
ten Systems von Gleichungen zu bestimmen fibrig. Da hierzu die Kenntnifs 
der gegebenen Functionen erforderlich ist, so nehme man an, es sei 

wo tfij^i = 0i',jr ™d ^^ ^9 ^ di^ Combinationen der Zahlen 1, 2, 3 zu zweien 
mit Wiederholung und ihre Permulationen zu setzen sind. Multiplicirt man 
nun die Gleichung (17.) mit dem unbestimmten Factor 71^,2^^ und bildet ein 
System von Gleichungen, indem man für x, ^, /i alle Combinationen der Zah- 
len I9 2, 3 mit Wiederholung und die Fermutationen derselben setzt, so er- 
halt man durch Addition: 

Die 10 unbestimmten Factoren n lassen sich aber so bestimmen, dafs den 
drei Gleichungen 

Genflge geschieht, worauf die Gleichung (20.) in 

AfergebL Jede der drei ersten Gleichungen zerfallt, da die Gröfsen A lineSre 
and homogene Functionen der Yariabeln sind, von welchen die Bestimmung 
der Factoren n unabhängig sein mufs, in drei andere, so dafs man zur Be- 
atininrang der 10 Factoren n nur 9 Gleichungen hat. Bemerkt man nun, dafs 
die le\M\e Gleichung unabhängig von den besondem Werthen der Yariabeln 
stattfindet, so folgt hieraus, dafs die Gröfsen b den entsprechenden Grölsen p 
proportional sind. Setzt man daher einen der Factoren 71, z.B. ^1,1,19 der 
willkflrlich bestimmt werden kann, gleich 6^,,^!, so werden auch die äbrigen 
Gröfsen n den mit gleichen Indices behafteten Gröfsen b gleich sein. Dieses 

10» 
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Tonosgeselif, so folgt ans der letsten Ghidrang und den drei voriiergeliendeD: 



21. 



Man kann die 10 Factoren n aber aach bestinunen, indem man mit v 
irgend eine der ZaUen 1, 3, 3 beznebnel, nemlicb aas den Gleidiangoi 
^P.,x,^J',,i,f, = 0, SA*^i^f,n,^i^f, = Rx^,t 

von denen jede, mit Ausnahme der ersten, in drei andere lerfUlL Mit Rflek-^ 
sidit auf diese Gleichungen geht die Gleichung (30.) in 

f^Rx^^ RSn^i^f^x^XiX^ oder in fiX^ — Sn^^j^^x^XiX^ 
Aber, woraus man durch Gleichsetsuag der Co£fGcienten glmdier Potensen nnd 
Producte der Variabein auf beiden Seiten der Gleichung die gesuchten Werthe 
der Factoren n erhftlt« Setst man diese Werthe der Factoren ^ in die obigen 
4 Gleichungen, so erhfilt man 

wobei n beachten Ist, dafs die Summenzeichen sich nur auf die yersdiiede- 
nen Werthe dw Indices x, X, fOr welche man die Combinationen der Zahlen 
1, 3, 3 tu xweien mit Wied^holung und deren Permutationen su setim hat, 
aber nicht auf die verschiedenen Werthe voir v beziehen; wdches auch fBr 
die folgenden Gleichungen (23.) und (24.) gilt. 

Aus den Gleichungen (22.) erhftlt man ein neues System, wenn man 
fiir die oberen Indices (10) (^Oi (^0 respective (2.), (3.), (1.) setzt, nrailidi: 

23 S ^PM,l,r^M,l = 0, 



i 



f-*-^.,a,rö«,i = 0> ^^M,i,r^M,x = Ä^ri -^-^»,^y«*,a = O; 
worans endlidi durdi diesdbe Veränderung der oberen Indices folgende Glei-* 
diungen entstehen: 

welche beidmv Systeme auf gleiche Weise wie das System (22.) aus (20.) 
bitten digeleitet werden können. 

Die Gleichungen (21. bis 24) enthalte^ die E3emente zur Bestbnanmg 
der 40 Mnltiplicatoren p und Ä, welche in dem dmrdi (17«) dargesleOteii 
Systeme entludten sind. Denn da aus jeder der Gleidumgien (22. bis 24.) 
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drei henrorgdieii^ indem man ftr r nadiefnander die Zalüen 1^ 3, 3 setxt» ea 
hat man, wem man die Gleidimigen (210 binrarecbnet, im Ganzen 40 Gleidinn- 
gen, in welche die ro bestimmenden Mnltiplicatoren auf line&re Weise eingehen. 
10) Da von den 40 Mnltiplicatoren pmi Anm die 10 Mnltiplicatoren 
p in der folgenden Untersuchung eine Rolle spielen, so genügt es, die Glei- 
chungen zusammenzustellen, deren Auflösung die Werthe dieser Multiplicatoran 
giebL Sie sind folgende: 

(250 Ä == :2>«,i.^.*«.a,;.; 

26. /0=^-S/i„a,,<>i; =^ JSp^i^.ä^y, ^ JSp^^i^.i^; 
(0 = -r/BF.,a,,<\; = :B>^,,,<>i; r=. Sp,^^^^a^y, 
woraus sieh H als die Determinante der Co£ffidenton der Groben p erg^ebL 

mmmt man an, dafs die Functionen f^ f^^ /*, fUr die Werthe der 
Variahein Xi=^x, a?2=y> a?,= 1 verschwinden, daikalso die drei Gleichun- 
gen ^(a?,y,I) = 0, /;(j-,y,l) = 0, f^{x,y,i) = stattfinden, so gehl die 
Gleichung (27.) in 

über, woraus für die genannten Werthe der Yarlabeln die Proportion 

M> I Xi «P| • «1^2 —2 **^2 ^ ^Z ^3 ^S * ^1 *^1 *^3 * • • • • • «V I «1^2 *^3 ^ '' 
1^1,1,1 2 P2,7,7 • ^3,5,3 • Pl,I,2 •••••• /^l,t^J 

folgt. In der That sind auch die Yerhiltnisse der Gröfsen p Yon der Func- 
tion q> unabhängig; was schon in No. 8. bemerkt wurde und auch aus der 
Gleichung (26«) xn entnehmen ist. Beiläufig mag bemerkt werden, dafs die 
Verhältnisse der Gröfsen p unbestimmt werden müssen, wenn den drei Glei- 
chungen nodi efai sw^tes Werthenpaar x, y genflgt. Nimmt man ferner 
an, dafii 9 eine Functfon sei, welche fQr die Werthe x^=^x^ ^a=y» ^3= 1 
ebenfafis vwschwmdet, so mufs auch R verschvnnden« Es wird also unter 
dieser Annahme iS = zu dem Resultat der Elimination der Variabeln x^ y aus 
den drei Gleichungen fi{x,y, l) = 0, f^{x,y, !) = (), fy{x,y, l)=a Dem- 
nach ist es für die EliminaUon der Variabeln aus drei gegebenen Gleldiungen 
Tom xweiten f^rade widitlg, eine passende Function vom dritten Grade sn 
haben, weldie für daisfenige Werthenpaar verschwindet, so den drei gege- 
benen Gleichungen genflgt. Eine solche Function soll In der folgenden Num- 
mer näher untorsudit werden. 

11) Die drei Punetionra fx^ fi^ fz kann man, wenn man der Kflne 
wegen ttS^^ statt -^ eetst, weil sie homogen und von zw« ton Grade sind^ 
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io darstellen: 

Betrachtet man die in diesen Gleichungen ejqplicite und linear vorkom- 
menden Variabein s^,, a^,, j?, als die Unbekannten und löset die Gleichun- 
gen nach ihnen auf, so stellen sich die Werthe derselben als Brficbe dar, mit 
gleichen Nennern. Dieser gemeinsohaflliche Nenner, der mit dem Namen der 
Determinante der Functionen fi^ fi^ /s bezeichnet zu werden pflegt, und wel- 
cher in dem vorliegenden Falle in Rücksicht auf die in ihm enthaltenen Va- 
riabein vom dritten Grade ist, soll von jetzt an mit dem Zeichen tp bezeichnet 
werden, unter welchem Zeichen bis dahin eine beliebige Function vom dritten 
Grade zwischen den Variabebi Xi^ ar,, x, verstanden wurde. Dieses vor- 
ausgesetzt, ist: 

28. y = tii*>{f4'>i4')-iiS^>tii^>} + ii|'>K>tt<^>-t4^^ 

und wenn man auf die angegebene Art die Gleichungen (27.) auflöset, so 
erhftlt man: 

/a?,y =3/;{ii</>ti?>-ii?>ii<^>} +2/;{tr<3%f>-ti?M^>) +^MuiM'^-v^M'^l 
29. {ar,9)=2/',{tii^>fii»>-i4*>iiS^>} +2^KM*^-wi'M'^} +2/;{liP>fi.i'>-ti{«>ii</>}, 

woraus folgt: 

Lehrsatz 2. 

Wenn drei komofftne Fkmeüonen zweiten Grades van drei F«- 
riaheln für ein System ton Werthen dieser Variahein verschwinden^ so 
verschwindet auch die Determinante dieser Functionen fttr dasselbe i%- 
Stern von Werthen. 

Dieser Lehrsatz gilt nicht allein ffir drei homogene Functionen vom 2ten 
Grade von 3 Variabein, sondern auch für eine beliebige Zahl von homogenen 
Functionen irgend welcher Grade mit einer gleichen Zahl Varfabeln. 

Durch partielle Differentiation der ersten Gleichung (29.) nach den 
Variablen Xi oder x^^ erbftlt man, wenn man der Kflrze wegen durch tpi die 
Differentiation der Determinante 9, nach Xi genommen, andeutet: 

+ 2 A rf~ l«' W^^ - M^M^^} + 2A 7^; KM^^-t^M'^} + 2/i {u?'u?^^u^^ui% 
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Es ist leichl zu bemerken, dafs in der ersten Gleichung der erste Theil 
rechts vom Gleichheitszeichen nach (28.) gleich 2 (p ist, und dafs in der zwei- 
ten Gleichung der entsprechende TheH von selbst verschwindet. Berücksichtigt 
man dieses, so stellen sicli die differenEÜrten Gleichungen (39.) wie folgt dar: 

*.y» =2/;3^{t4«ttj''-f4*>t4'>}+2/;^{«o>«p-ii$'>«j')| 

a.,y,-y==2^.5^{t.J'>«J')-t4»'«J»}+2/,j^{t.J'>«r>-tiS'>tti'>} 

+ 2Aj|^K'«?>~«P>t4«}. 
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Diese Gleichangen geben folgenden 

Lehrsatz 3. 

Wenn drei hamoßene Functionen zweiten Grades von drei Varia^ 

beln für ein System von Werthen dieser Variabein verschwinden, so ver-- 

schwinden auch die partiellen Differentialquotienten der Determinante dieser 

Functionen, nach den Variabein genommen, für dasselbe System von Werthen. 

Dieser Leiirsalz gilt allgemein fOr eine beliebige Zahl homogener Func- 
tionen mit einer gleichen Zahl von Variabein, wenn die Functionen sfimmtlich 
von einem und demselben Grade sind. 

12) Die Cofiffidenten der Entwicklung der Determinante q> nadi den 
Potensen und Producten der Variabehi wollen wir mit ^«,a./f9 i^ der Art be- 
geichaeny wie es in (19.) geschehen ist« Dieses vorausgesetzt, so ist die 
Bemerkung zu machen, dafs tp inR übergeht, wenn man g> nach Potenzen 
und Producten der Variabein entwickelt und für jedes Product x^xix^ 
der Entwicklung p^^i^^ setzt Dieses lehrt die Gldchung (25.)- Zweitens 
bemerke man, dafi, wenn man irgend eine der Functionen ^, /^, /], mit 
einer der Variabein X|, ;r,, x^ multiplicirt, nach Potenzen undProduc^ 
ten der Variabein entunckelt, und p^^^^ fürjedee Product x^Xix^ setzt, 
der dadurch erhaltene Ausdruck verschunndeL Dieses »rgiebt sich aus 
der Ansicht der Gleichungen (26.). 

EntwidLelt man nun die identischen Gleichungen (30.) nach Potenzm 
und Producten der Variabeln und setzt fttr jedes Product x^XiX^ das ent- 
sprechende Pm^i^mt 80 verschwinden, nach der zweiten Bemerkung, die Glieder 
redits von den Gleichheitszeichen und man erhalt t 

31. / = :Sp,^^,b,^^r. iR=Sp,^^^,b,^^,; 0=;^^,,,»^^,; 

Diese Gleichung» bewdsen, dafs die Ausdrücke 9; Xg^^; ^s94; '39^ m 
jR übergehen, wenn man tuich Potenzen und Producten der Variabeln 
entwickelt und für jedes Product x^Xix^ der Eniwickha^ p^j^^ eelzt; 
und dafi die 6 Ausdrücke x^^,, x^q>,^ x,y,, x,^, x^y, und x,y, durck 
dieselbe Opermtiom rersckwinden. 

Von diesen Gleichungen, so wie vw den Gletchuagw (26.), wird im 
Folgendes hiufig Gdtftach gemadit werfe^i 
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13) Es siiid doreh fi^ f%^ fu ^^ ^29 9s im Vorhergeheaden folgende 
Ausdrflcke bezdchnet worden: 

i9l==*l,l,t ^1^1+^2,2,1 ^2^?+*3,M ^3^3+^*2,5,1 ^2^s4"^^ 
iyi==*i,l,2^'i^i+*2,2,2^2^2+*S,?,2^3^3+ 2*2,3,2^2^3+2^^^ 
i9s=*i,l,3 ^l^i+*2.2,3 ^2^2+ *3,3,S ^3^3+2*2,3,3 ^2^S+2*s,l,3 ^3^i+2*i,2,3 ^| ^2 • 

Betrachtet man in diesen GieicAunyen die 6 Producte dr^^Ti, x%x^^ ... 
... XiX^ ab 6 Unbekannte, so erhält man durch Auflösung derßleichun» 
gm nach diesen üfkbekannten: 

(Rx^xt = yi!\A+«^i!\/2+yil\/3+;^H^i9i+/^i,i,i9a+;^i,t,3*3i 

Äa?2a?2.= yi?2A + y?^2/;+yi?2/i+ra,a,.»i+/»3,2,2y2 + ;^l,a,3V39 
Äjr^iTa = ^3*^3/i + yg^3/2+^4^Ä/3 + F3,3,l9i+/'3,3,2ya+/^3,3,»y^ 

Rx%^^ = y^^iA+y^^3/2+y^2%/i+;?i,3,i9>i+;?2,3^2y2+;?,,i,3»3f 
RxyXt = ^3;\/i+^'\/i+ygV/i+;?3,i,iyi+rj,i,^92+Pj,i.5y3^ 

Äa?,a?a =^.9i;^2Jfi+«g^2^2 + f^2/i+^^^ 
Denn setzt man die Werthe der Unbekannten ans (33.) in (32.) ^ w eriiAlt 
man durch Gleichsetznng der Coefficienten von 9)1, 929 Vz die Gleichungen 
(26.) und (31.) 9 und durch Gleichsetoung der Coöfficienten von /l» 7^9 /s auf 
beiden Seiten der Gleichungen folgende Gleichungen 

34. {0 = -^yS:\.4:\9 Ä==:-S9g\.<\; = S^^S^<i'^ 

7o=-ryL;>,*,,;t,,; o=-ry(;\*.,;^2; o=:s^%i„^,; 

35. {o=-2?y?,>a*„a,i; o==-r^^>,6.,i,2; o=-S9?v*,,i,3; 

io=-r^4^zft„a,.; o=-s^.;i*,,;t,2; o=-ry(3».,;^,. 

Diese beiden Systeme Gleichungen dienen zur Bestimmung der 18 Codf- 
fidenten q. Was die Coöfficienten p der Gleichungen (83.) betrifft, so betrfigt 
die Zahl der von einander verschiedenen nur 10; wegen welchen Umstandes 
eben die Gleichungen (32.) und ihre Auflösungen (33.) merkwürdig sind. 

14) Nimmt man an, dafs fOr ein System Werthe der Variabein x^ = x, 
Xt^ssy, xPjcs 1 die Functionen fi^ f^^ f^ yersdiwinden, so folgt aus dem 
Lehrsatse (8.)) daCi fflr dassdbe System Werthe audt q>i^ 929 V% versdiwin- 
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den^ ond ms (3304 dafs A verschwindet. Es ist demnach !!=»€ das Resultat 
der Elimination der Variabein ans den drei Gleichnngen /t(^> Xi O ^=^^9 
A (^9 y> 1) = O9 ^ (^# y# 1 ) == P« Da al>€0r R die Determinante der Codf&cienten 
der 6 Producte x^x^^x^x^^ .« . . WiX^ in den Glejchnngen (32.)? also ü^Rflck- 
sicht anf alle Coefficienten homogen und vom 6len Grad^^ in E&cksichf anf 
die CoSf&cienten in den einzelnen Gleichungen aber linear ist: so wird inilii, 
wenn man fflr die CoSf&cienten b ihre Werthe setzt, welche hi RCicksicht 
auf die Coefficienten der drei ersten Gleichungen Ausdrücke vonb 3ten Grade 
und in Rücksicht auf die Coefficienten jeder einzelnen dieser Gleichungen 
lineare AusdrQcke sind, die Gleichung A = in Rüdcsicht auf. die Codfficien» 
ten der drei Gleichungen /*, ( j?, ^^ 1 ) = , ^ {x, » 1 ) = 0, f^ijp^ y, 1) = 
homogen und vom 12ten Grade, und in Rücksicht auf die CoSYficienten jedet 
einzelnen Gleichung vom 4ten Grade finden. Die angigebeneoa B^enschaften 
der Determinante R und der Gleichung R=^0 ergeben sich el^enfalls aus 
der Zusammensetzung der DetermiAanfe aus den Coefficienten der Gröfsea p 
in den Glcfchungen (25.) und (26.). Dieses ^ind aber nach LeHrsdtz 1. die 
Criterien* für die Endgleichnng, weiche aus der Elimination der Värifibeln aus 
den genannten drei Gleichungen hervorgeht. Demnach lAfst sich die angedeu- 
tete Eliroinationsmethode in Form eines Lehrsatzes Wie fol^l ansdrilcken: 

Lehrsatz 4. 
Wenn drei GteteAun^en vom driften Grade fi {x, y ) = 0, ^ (a:, y) = 0, 
/3(:r,y)==0 zwischen den Väriahelri x, y gegeben äihd, eo erhält tnäH 
die ane der Eüminatian diteer Vnriabeln Aervargekinde Eindgimchunff, 
wenn man die Determinante <p der Funhüonen 

zusammene/eUi und aus den 6 Gtekhungen 

die 6 Producte XtX^^ x>,Xj^ . . .. x^x^ elimintrt, wie wenn sie die Un» 
bekannten wären. 

Da. die genannten' Producte in die 6 Gleichongen nor iinefir eingehen, 
90 jsir durdi dea- vorhoigeheiiden Lehrsatz .die JBiiminidion dar Vaiiab^ aua 
drai Gkicfaungen vom zw«tan Grade auf die £limäiati(Bi dtt Unbe1Uaintflii'«M 
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linairen GleiGfaimg^iivoder, was dasselbe ist, aäf die BUdong der vtks den Coöf- 
fidenten linefirer Gleichungen susammengesetzten Determinante sarflckgeftthrt 

15) Bi&Ler bedeuteten die Zeichen fi^ fi^ fl ganz beliebige homogmie 
Functionen zweiten Grades von denVariabeln x^^ x^^ x^^ und 9 die Deter-» 
minante jener Functionen. Von nun an sollen mit denselben Zeichen die par- 
tiellen Differentialquotienten yon der homogenen Function^ 

f z=i Sa^^i^.^x^XiX^ 
dritten Grades ^ nach den Variabeln x^^ x^^ x^ genommen, und mit (p die 
Determinante jener partiellen Differentialcpjotienten bezeichnet werden; welche 
Determinante wir der Kflrze wegen die Deierfninante der Function f neu« 
nen wollen. Dieses vorausgesetzt, so gelten. die in den vorhergehenden Num- 
mern entwickelten Gleicliungen, wenn man aberall '^^ü^Uh ^MXk di^^i setart, wo* 
durch das System (32.) flbergeht in: 

Löset man dieses in Rficksicht auf die 6 Producte ^i^i, x^x^^ .... x^x^ 
lineSre System von Glddiungen nadi diesen Produoien auf, ab ob sie die Un- 
bekannte "öftren, so erhsli man die Gleichung (33.). Zur Bestimmung von R 
mid der 18 Gr&fsen q^ wdche letztere enthdten, dienen dann die Gleichun- 
gen (35.) und fügende: 

34:* 7 o = :i?9>^a,i; *fi -= :?r/>.,z,2; = J?^U^,,,; 
Zwischen den 10 Gröfsen p und R hat man die Relationen (31.) und 

t=a; JSp^^i^^a^^j^.i O =» JSp,^x^^m^^x,iV ^ Sp^^x^^a^^i^^. 

Nachdem man die Wertfae von JR und der 10 Gröfsen p gefunden, 

kann man sich die Aufgabe stellen: Die Werthe der Gröfsen b zu besdmmei», 

wddie nur den Gleichungen (31.) genflgen. Da die Zahl der zu bestimmeii- 

den GrOfeen b gleich 10, dagegen die Zahl der bestimmenden Gleidrangen 9 

11 • 
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ist/ so werden die geMehteii Oröfsen sämmllkli eine wilikflilidie Constante 
enthalten. Bezeichnet man diese wiHkOrlidie CSonstante mit m» so wird der 
allgfemeine Ausdruck der gesnehten GrAlsen^ weldier^ iBr b^^x,ß i^ CßlO g^ 
setzt, diesen Gleichuigen genflgt, 

sein; was aus (26.) und (31.) erhellek JRierans folgt: iafkjeäehomogenMFune^ 
tiontp=Sc^^i^^x^xxX^ dritten Grades W)n den Variabein x^^ ar,, x^, deren 
Coeffidenten c statt b in die Gleichungen (31.) geeHxt diesen Gleickun^ 
gen genügen^ von der Form tp = 9 -fff^^* oder, wenn man in der Gleichung 
(3i.) R eine beliebige GrOfse bedeuten Idfst, van der Form ip^mf-^-n^ 
ist In der folgenden Nummer soll nachgewiesen werden, dafs die Determinante 
der Determinante von der Function f diese Eigenschaft haL 

16) Wenn man der Kürze wegen durch t^^^ den partiellen Differentiat- 

quotienten g — ^— zweiter Ordnimg bezeichnet, so ist 

Diese Gleichungen gelten auch allgemein fOr jede beliebige homogene Func-> 
tion q) 3ter Ordnung von drei Variabeln. Aus diesen identischen Gleichungen 
geht ein System von 9 Gleichungen durch Differentiation nach den drei Yariabehi 
hervor, welches in der vorliegenden Untersuchung eine Anwendung finden wirdl. 

Bezeichnet man ferner mit ^ = ^c„,2,^x^xxx^ die Determinante der 
partiellen Differenüalquolienten der Function 9), welche kürzer die Determinante 
der Function (p oder die Determinante der Determinante der Function f 
genannt wird; so ist klar, dafs, wenn man statt der Gröfsenn die entsprechen- 
den Gröfsen b setzt, dadurch /'in 9, 9) in ^, /^ in 9)«, (p^ in tp^ und ti^^^, 

welches = q ^^I ist, in v^^^ übergeht. Macht »man diese Änderung in den 

Gleichungen (30.), entwickelt hierauf beide Seiten der Gleichungen nach Po^ 
tenzen und Froducten der Yariabehi und setzt für jedes Product x»xix^ der 
EQtwicklung/i^ ;^^, so verschwinden, weil dadurch die Ausdrücke (tiq>i^ ^tVt^ 
^)^ den Werth R und ar,^!^ ^j^n ^iVi^ ^i9>%% ^tV^y ^2^3 ^^^ Werth Q 
annehmen) mit Rücksicht auf die durch Differentation der Gleichungen (36.) 
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abgeleiteten Gleidiiiiigen die Theile rechterfaand der sfimmtliGheii Gleidrangen 
und man erhält: 

37. = JS'/i.^i,,!?.,^,,, iP =zSp,^j^2C^^j^,, = -r/r.,a,»^.,a.s, 

Diese Glefeliohgeii bewefsen, dafe die Gleichung (31.) erMt wird^ wenn 
man € statt h setzt nntf statt A eine bestimmte andere Gröfse P; worans 
denn nach der obigen Bemerkung folgt: 

und dafs die Determinante xfß der Function q> von der Form 

39. xff := iii/4-»y 
ist; was sich auf folgende Art ausdrflcken Ififst: 

Lehrsatz 5. 
Die Determinante der Determinante einer gegebenen homogenen 
Function dritten Grades von drei Variabein ist gleich der Summe der 
gegebenen Function und ihrer Determinante, Jede mit dnem passenden 
Constanten Factor multiplicirt. 

Es ist noch zu bemerken, dafs 

40. P = nB 
ist; welche Gleichung man erhfilt, wenn man die Werthe von c^^x^^ aus (38.) 
in (37.) setzt und die Gleichungen (26.*) und (31.) zu Hülfe nimmt. 

17) Nimmt man an, dafs die Gröfsen p^^i^,, in q^^Xy^ und R in S 
flbergehen, wenn man für die Gröfsen a die entsprechenden Gröfsen b setzt, 
so gehen die Gleichungen (26.*) in 

41. Jo = -ry,,;i,A,a,i; = Sq,^x,2b,,i,,; = -Sy,,;,,*,,^,,; 

\0 ^ 2q,^x,,b,^i.,yy = Sq,^x,zKxy, = Sq^^x^iK^^ 
Aber und man erhalt aus (31.)- 

ii*' — -2'flr»,a,ic.,2,i; = -Sy.,a,i^«,2,2; = -r^r,,i,,i?.,a,3; 

= 2g^i^2C^x,i; iÄ?=-ry,,a,2C,,a,,; = Sq,^x,7e,,i,^i 

= Sq^^j^^c^^x^ti = -r^r,,i,,ir.,a,,; iÄ=-ry,,2,sC.,a,s- 
Durch Substitution der Werthe yon c^^x^ßi &w C^O ^ diesen Gleichungen 
efbfllt matt) mit Rflcksicht auf (41.): 
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44. tn^/i =: & 

Aus den Gleichungen (41.) ist ersichtlich, dafs, wenn man die Func- 
tion (p^ oder die Products einer der Functionen (pi^ q>^^ ip^ und einer der 
Variabein x^^ x^^ x^^ nach Potenzen und Produeten der VariaMn ent^ 
wickelt und g^^x,M f^^ J^^^ Product x^xxx^ eetzt, die dadurch entete^ 
kenden Ausdrücke verschwinden. 

Eben so geht aus den Gleichungen (43.) hervor, da/i die nach Po^ 
tenzen und Produeten der VariaSdn entwickelteti Ausdrücke f^ x^f^^ 
Xifi^ Xj/s den Werth {fR annehmen ^ wenn man y.^2,/1 /**^ ^m^x^f^ **tef, 
und dafs auf glmche Weise die 6 Ausdrücke x^ffi^ a^jy^» ^iVi^ ^iVi^ 
x\(py^ x^q>^ verschwinden. 

Auf gleiche Weise, wie die Systeme (35.) und (34.*) die Gröfsen qi^i 
bestimmen, ergeben sich aus (41.) und (43.) die Gröfsen der Werthe — ^x,a,/i- 
Hit andern Worten: die beiden letzten Systeme erhält man aus den beiden 
ersten, wenn man —.^»,2,/« ^ ?»,2 sötzt, woraus 

45. ^?,i =^ — .9*,i,^ 

folgt. Setzt man diese Werthe von q^^i in (33.), so erhält man 

*^3^1= ~yS,l,l/'l + -<f3,MA4- ^<f3,l,3/3+^3,l,lVi + />i,^2yi + />34,3y3» 

^^i^»*=-^«^',a,i/i+ -Vi,v A+ ^yw/3+PM,iyi+;^i.vya+/M,3ys- 

Wenn man also in dem Systeme (32.*) üe 6 Producie XiXi^ x^Xt^ . . . 
.. . X1X2 als die Unbekannten betrachtet, so erhält man durch Auflösung 
der Gleichfungen nach Sesen Unbekannten die Glmehmngen (33.*). Du 
Merkwürdige an diese Gldchungen besteht vortt%lich darin, daft, während die 
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«iBeB mir 20 verscbiedeire CoSffidenti^ii a nnd b eiifhalteii, die andeiii 
falls nur 20 verschiedene Cofifficienten p nnd —.q haben. 

Wenn man in den Gleichungen (41.) und (43.), durch welche die 
Gröfsen —q^^fi vollsländig bestimmt sind, für ft„^^^ die Gröfsen ii,,a^^ setel, 
wodurch, gleici^zeitig b^^i^,, in «»ö«,a,;i+«*#,2,^ nnd R in S^=^mQR über- 
gdien, so werden die so geänderten Gleichungen erf&llt, wenn man --q^i^^ 
in m(fp^^x^^ — nq^^x,M Vörfindert. Dieses beweiset, dafe durch die Verftnderung 
von a,,a,;* in 6.,2,^, j9^,hM »» ^Prx,^,/. — ^^«.!,/. übergeht. 

Es bedeutet ^ die aus den Co£fficienten der 6 Potenzen und Pro- 

dnete der Variabein in Gleichung (33.*) gebildete Determinante. Diese geht 
g 

in gif über, wenn man in ihr 6,,^,^ für a^,a,^ und m«,,2,^ + nÄ,,a,A. ^^r ft.,i,^ 
setzt. Ändert man daher die Co£f&cienten in (32.*) auf die angegebene Art, 
uiid l)ildet hierauf aus den geänderten Coöfficienten die Determinante*, so erhält 
man ebenfalls ^. Dieselbe Gröfse erhalt man aber auck, wenn man 4»,a,^ in 
^»,2,/#'nnd b^^i^^ in ma^^i^^ übergehen läfst und aus den ßo geänderten Cofiffir 
denten die Determinante bildet. Diese vird aber = ^^ 4 Mithin ist jST »= m' R} 
welcher Werth, in (44.) gesetzt, 

46. (»=:«* 

giebt Hieraus folgt nun, mit Rüdesicht auf die obigen Bemerkungen, dafs 
9Fenn a^^i^^ in b^^i^^, übergeht^ so geht gimchzmtig b^^x^p m 

Pn,i.^ in q,,x.^, yflr,,!,^ ^^^tV^,^^ '^ fn'p.,i,^-nq^^^ unäRin m'Rüber. 

18) Wenn man eine Function F aus einer gegebenen homogenen Func- 
tion f vom 3ten Grade von den Yariabeln X|, x^^ x^ unc ihrer Determi- 
nante q> wie folgt zusammensetzt: 

47. F=d.f+^.(Pr 
wo d und.J beliebige Constanten bedeuten, und nun mitF^, jPs) ^s ^^^ P^* 
tiellen Differentialquotienten der Function F nach den Yariabeln genommen 
bezeichnet, so erhalten die Ausdrücke F, XiFi^ f 2^*^29 ^3-^39 ^^nn man sie 
nadi Potenzen nnd Troducten der Variabein entwickelt und Px,x,ßi ^ ^m^i^/m ^^^'^ 
die Werthe <f.Rf und auf gleiche Weise erhalten die Ausdrücke X2F1J XjF^^ 
^Ff, X1F3, oTiP^^ dp^F^ die Werthe 0. Eben so gehen die Ausdrücke F, 
j^iJ^i, siiFif J?$F,, wenn man sie entwickelt und — ^^^^^^ für x^xiä^,. 
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setzt, in ä.R Aber, während die Ausdrücke XtF^^ 9%V%^ ^s^^i s^tF^^ 
XgF^^ x^F^ verschwinden. 

Die Determinante der Function F werde durch 
48. * = ^B^^i^f^x^xix^ 
bezeichnet; in welchem Ausdruck die Gröfsen B^^x^^ ganze homogene Func- 
tionen 3ter Ordnung in Rflcksicht auf die Cofifficienten in JP, also ganze 
homogene Functionen 3ter Ordnung inf Rflcltncht auf die Constanten JL und 9 
sein werden. Bezeiclmet man ferner mit 0|, 4^^^ 4^, die partiellen Differential- 
quotienten der Determinante 4>y nach den Yariabeln genommen^ und set^t der 

Kfirze weg^n ^ — -k — = t^^^^ so gelten die Crleichungen (36.) und (30.) 9 wenn 

man in den letzteren fuiF,ipm^ und n in tA verfind^t Entwickelt man 
nun die auf diese "Weise verinderten Gleichungea (30.) und üetzt Pn^j^^ fttr 
^u^i^/i^ so verschwinden, mit BerQcksichtigung der durch Differentiation ans 
(36.) abgeleiteten 9 Gleichungen, die rechtseitigen Theile sflmmtlicber Glei- 
chungen und man erhfilt: 

49. { 0=-S>„,,,fi^,,.; \T =^ Sp^x^.B^iy, = JP^,,a,.Ä,,i,3; 
( 0==-2>.,z,,B„a,t; = -r/^.,;t,s»„a,.; i T = -:?/^,,a,,»«.i,j; 

^ = ^Pn,i,„B^,i,^\ 
woraus mit Rücksicht auf No. 15. folgt, dafs die Determinante 4^ von der Form 

50. * = Df^J.<p 
ist, wo D und J zu bestimmende Constanten bedeuten« Bezeichnet man mit 0Q9) 
und ^(—7/ die AusdrQcke, in welche 4^ übergeht, wenn mad p„i,^ oder 

— 9M,i,fi in der Entwicklung von ^ für x^XiX^ setzt, so hat man 

5h BD = *(— .^r); RJ = 4^(p); 
wobei zu bemerken ist, da D verschwindet, wetan 9 verschwindet, dallsi D 
den Factor 9 haben, oder, da sowohl 4^(p) als auch ^(—«7) ganze homogene 
Functionen 3ten Grades in Rücksicht auf d und S smd, dafs in ü das mit 
d^ multiplidrte Glied fehlen muis. 

Das Vorhergehende Ififst sich nun kurz wie folgt ausdrücken: 

Lehrsatz 6. 
Wenn man eine jfegebene Aom^ene Function drmer Variabein 
vom dritten Grade und ihre Determinante, die eretere ndt d, die andere 



10. He$ie, zur Theorie der EUmination. 89 

ndt d wulHpUmrl und addirt, so ui die Determhumte der Summe der 
beiden Functionen von derselben Form^ nänäieh gleich der Summe der 
gegebenen Function und ihrer Determinante^ jede mit rinem andern ka^ 
tiUHfenen Factor 8ten Grades in Rücksicht auf d und <f mulüpBdrt. 

Mit Hälfe dieses Lehrsatzes Ififst sich leicht folgende Aufgabe lösen: 

Aufgabe 1. 

Es ist eine homogene Function dritten Grades van drei Varia- 
beln gegeben: man soll eine andere homogene Function 8ten Grades 
von denselben Variabein bestimmen, deren Determinante die geg^ene 
Function ist 

Aus dem Lehrsatz (5.) folgt, dafs, wenn f die gegebene Function ist, 
die gesuchte Function df'\'(f<p sein wird, wo d und d aus den Gleichungen 

D = l und J = 
zu bestimmen sind. Die Aufgabe führt ako auf eine cubische Gleichung und 
bietet 9 Auflösungen dar. 

1 9) Wenn man mit feiae beliebige Function der n Variabein opi , or, , . . . . ar„ 
bezeichnet, so kann man unter der Annahme folgender lineftren Gleichungen: 



sowohl f als -S^ ak Functionen der Variabeb Xn yi)...* Xu betrachten. Die 

Determinanten der Function /* seien y> oder q)% je nadidem man j^i, ^s, •••• x^ 
oder Xi) X?) **** X" ^ ^^ Variabein betrachtet. Bezeichnet man nun die 
aus den CoefiBcienten der Variabdin jti, x,, .... x^in den angegebenen üneAren 
Gleichungen gebildete Detmminante mit r, so ist 

52. (p = r*y'. 
Denn wenn ii^ Gröfsen ui mit n' Gröfsen o^ und n^ Gröfsen wiy wo ar, X 
die Zahlen 1, 2, .... n bedeuten, in der Verbindung 

ui = af<+«i«^+---+«i««^2 
stehen, so ist bekanntlich die aus den Gröfsen u^ gebildete DetenqUiante 
S+tii'^iff^«..til''^ gleich dem Product zweier Determinanten, von denen die 
eine r aus den Gröfsen a«, die andere JE±w{^^w^K...ui^^^ aus den Groben 
ti^ zusammengesetzt ist. Diese Relation findet man in der Abhandlmig des 
Herrn Professor Jaeobi, „De formatione et proprietatibus detmninantfom** 

CreUe*t Joomal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 1. 12 
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Bd. 22. dieses Jownals S. 310 bewiesen. Ist leraer 

80 lädt sich wiederom die Detenninsnte JS±te{^wfp....wi''^ als das Prodtot 
von r und der aas den Groben v^ gebildeten Detenmnante X±t4*^t4'^**»t^^ 
darstellen. Uithin ist 

Die dieser vorhergehttiden beiden Gleichnngen finden aber Statt, wenn man die 
Variabein jPi,X9ii....j?, als Functionen der Yariabebi /DXt»«*«*/» betrachtet, 
wie rie durch die obigen n linearen Gleichungen gegeben aindi und setst: 

u^^J^; wl=<^); vi^J^ 

Diese Werthe von n^ und- 1;^ in die letzte Gleichung gesetst, weldie 
aus den beiden vorhergehenden folgt, lassen dieselbe in (62.) übergehen. Dies« 
Gleichung wird man sich bei der Lösung der folgenden Aufgabe mit Vorthetl 
bedienen. 

20) Aufgabe 2. 

Eine heUebige g^Aems homogene Funetkm f =: Sa^i^^x^xix^ 
dritten Grudee von den Variabein X|, x^^ x^ durch Suheätutianen von 
der Form 

53. {:r, = 4'Vi+M'>y2+MVs. 
in Mie andm^e zu traneformiren von der Form: 

M. r = y?+yJ+yJ+6^yiyty,. 

Diese Aufgabe verlangt die Bestimmung von lOGröhen: der OCoOf- 
deuten der Substitutionen und der Gröfiie n. Die 10 Gleichungen, aus welchen 
die genannten Unbekannten su bestimmen sind, erhalt man, wenn man die 
Function f der Variabein ^^ ar,, a^ in der Gleichung (54) yermittds der 
Substitutionen (53.) als eine Function der Varlabehi yi, y«, y, darstellt, nach 
Potensen und Producten dieser Yarlabdn entwid^dt und die Coöffidenten 
glddier Potenzen und Producte auf beiden Seilen der entwfckdten Gleichung 
einander gldch setst Dadurch bekommt man aber Gldchungen von sehr 
complicirter Art Dasselbe gilt von den Gleichungen ^ die rieh ergeben, 
wenn man die Substitutionen (58.) nadi yi9 y^^ ys auflöset, die Werthe von 
yti >99 T% ^ ^^ '^^^ ^^^ ^^^ Gleichung (53.) seW und die CMflIden* 
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ten gleicher Potenzen nnd Producte derVariabdn Xx^ Xu ys nt bdden Sel- 
ten der entwfckdten Gleichnng einander gleich setst 

Eine dritte Art die Aufgabe m behandeh ist folgende. Man bilde die 
Detemdnante 9' des Theils rechts der Gleichung (54.) 

55. p' = -6»n^(y;+y?+y?)+6'(l+27i*)y.y,r3. 
beieichne mit 9, wie vorhin^ die Determinante von f, und ndt r diejenige 
ans den Coeffieienten der nach y^yu yi anfgelöseten Gleichnngen (53.). Als- 
dann gut fDr den vorliegenden Fall die ^l^chung (52.): 

Hnltiplieirt man die Gleidiung (54.) mit 6'n'r^ nnd addirt sie m dieser Glei- 
chung, sö erhält man 

wdche Gleichuig, wenn man der Ktirze wegen 

setst, in 

57. rf.f+c^.y = riraXi 
Abergeht. Diese Gleichung läfisit sich in Worten wie folgt ansdrflcken: 

Lehrsatz 7/ 

Em0 gegebmB komiogme Function dritten Oradea von drei Varia» 
beln, so wie ihre Detennhumte, lassen sich mit solchen consUmten Factor 
rem muUipUcarenp dafh die Summe in drei lineare Factoren %erlsffbar ist. 

Femer ist su bemerken, dafs die vorliegende Aufgabe ndt folgender 
abgreinkommt: Eine gegebene homogene Function dritten Grades von drei 
Variabein, %md ihre Determinante^ mit solchen Factoren zu mulUpScsren, 
dafs ihre Summe in lineare Factoren zerlegbar sei. 

Um diese constanten Factoren zu finden, bemerke man, dafs sowohl 
der Theil links der Gleichung (57.), als seine nach x^ or,, x^ genommenen 
partiellen Differentialquotienten für die Werthe x[''\ 3^% a^jf^ der Variabebi 
«19 «29 «59 vo ^ ^^ ^^^ Zahlen 1, 2, 3 bedeutet, verschwinden^ weil der 
Theil rechts der Gleichung und seine nach X|, jr„ x^ genonunenen partiellen 
Differentialquotienten für die nadi (53.) entsprechenden Werthe y^=^0^ y)=sO 
oder ys = 0, yi^=0 oder yi=0, yt^=0 versehwinden Man hat dahw, 
mit Beibehaltung der firOhem Bezeichnung^, fto die Werthe Xi = afp\ 

5a rf.A+i>.yi=0; rf.A+^.y2 = 0; 4.f^^r^.9^^^^ 
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worau nach Lehrsats 3. folgt: 

59. D.fi^J.q>,=zOi Ä/;+^.y, = 0; Ä/;+^.9, = 0. 
Eliminirt man endlich fg oder f^ oder /"), so erbfilt man iwisdimi il and ^ die 
Bedingongsgleichang 

60. D.J— ^.rf=0. 
Diese Gleichung ist homogen in Rflcksicht auf d und d und vom 4ten 
Grade, weil, wie sich in No. 18. seigte, D und J homogen und vom 
dritten Grade sind. Demnadi Ifl&t sich der Lehrsats 7. wie folgt vervoll- 
ständigen. 

Lehrsatz 8. 
Ehu gegebetie homogene Function 8ten Oradee von drei Forto- 
beln und ihre Determinante laeeen sich auf 4 'verschiedene Arten tnit 
solchen Constanten Factoren muU^licirenp dafs die Summe jedesmal m 
Knedre Factoren zerlegbar ist. 

Wenn man die Elimination der Variabein X|, or«, x^ aus (58.) und 
(59.) auf die Weise ausgefahrt hfitte, dafs man in der Entwicklung dersdben 
nach Potenzen und Producten der Variabein diese Potenzen und Producte als 
die Unbekannten eliaünirte, so wOrde man eine homogene Gleichung vom 12ten 
Grade in Rflcksicht auf tf und J erhalten haben; woraus man schliefsen könnte, 
dafii es nicht 4 sondern 12 Arten der Zerlegung in lineare Factoren gebe. 
Von diesen 12 Arten fallen aber immer je drei iA eine zusammen, weil die 
aus der genannten Elimination hervorgehende Endgleichung von der Form 
(D.d — J.d^=zO ist; was aus dem Vorfaergdienden erhellt. 

Dividirt man die Gleichung (60.) durch ^, so wird man eine 

Gleichung 4ten Grades in Rflcksicht auf die Unbekannte -j erhalten, deren 
Wurzeln 

(t)i' (tX' (t)s' (t)* 

sind. Diese 4 Wurzdn sind zu bestimmen, wenn man die vorgdegle Auf- 
gabe vollständig lösen wffl. Ist es geschehn und lAflit man if und J ir- 
gend zwei Gröfsen bedeuten, deren Quotient -j einer der gefundenen Wur- 
zeln ^eich ist, so bleiben noch die Gleichungen (58.) aufzulösen, aus denen 
nuni die VerhAltm*sse der Unbekannten xr.x^ix^ festzustellen haL Es ist aber 
oben angedeutet worden, dafs diese Gleichungen erfODt werden, wenn man 
fttr X,, X,, X, entweder ;rS*\ arj*), ari*> oder a?P>, xi% x\V oder x{'\ «P>, a?f> 
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setsL Man wird daher drei yerschiedene Systeme von Verbfiltnissen der 
Unbduamten ra einander ans den Gleichungen (58.) siehen können, welche 
jenen Gleiehnngen genügen. Löset man aber zwei von den Gleichungen (58.) 
auf, 80 ergeben sich, da sie vom zweiten Grade sind, 4 solcher Systeme, von 
denen eines, welches der Gleichung (58.) nicht genflgt, auszusondern ist. 
Wie die Unbequemlichkeit der Aussonderung des 4ten, flberflflssigen Systems 
durch einen eleganten Calcul vermieden werden könne, soll in dem nAchst* 
folgenden Paragraph auseinandergesetzt werden. Hat man nun auf irgend 
eine Weise die drei verschiedenen Systeme von Verbfiltnissen der Unbekannten 
gefunden, welche sfimmtlichen Gleichungen (58.) genügen; so wird jedes der- 
selben einem Systeme der Verhfiltnisse der unbekannten Coöfficienten v^^ia^^im^^ 
^eich sein. Damit die Unbekannten aber den gesuchten Coöfficienten der 
Substitutionen selbst gleich werden, hat man sie so zu bestimmen« dafs sie 
noch der Gleichung 

f=^ 1 
genflgen. Nachdem auf diese Weise die gesuchten CoSfficienten der Substi- 
tutionen bestimmt worden sind, bleibt noch flbrig, deii Werth der Gröfse tt 
in der Gleichung (54.) anzugeben. Dieser ergiebt sich aus der genannten 
Gleichung, wenn man den Theil links derselben durch die gefundenen Sub- 
stitutionen als eine Function der Yariabeln yj, y,, y^ darstellt, den Coöffiden- 
ten von y%y2y% der Entwicklung heraushebt und ihn durch die Zahl 6 dividirt. 
Die vorgelegte Aufgabe I&fst vier wesentlich von einander verschie- 
dene Auflösungen zu, da man auf die angegebene Art jede der vier Wurzeln 
dw Gleidiung (60.) verwenden kann. 

21) Nachdem man die Wurzeln der biquadratischen Gleichung (60.) 

bwedmet und zwei Gröfsen d und d bestimmt hat, deren Quotient -j ^eich 

einer jener Wurzeln ist, so bleibt noch flbrig, die drei versdiiedenen Verhält- 
nisse der Unbekannten X1IX2I x^ zu bestimmen, welche sfimmtlichen Gleichun- 
gen (58.) genflgen. Dieses kann auf folgende Weise geschehen. Man setze 
die Werthe von 91, 929 9^3 aus (58.) in die Gleichungen (33.*). Diese 
Gleichungen lassen sich, wenn man o, /9, y fflr Rx^^ H^?, R^i setzt, wie 
folgt darstellen: 
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«*»= V^V».».» — 7Pw)A+ (^y«.v—T^M.«)/'»+ (j^'j.v— 7''».»'»)^" ' 

61. ^ ßXi= \-ftAi — y /»a,v) A+ \J l-W — jPiAi)fi-\- (j VtA» — Jpt,i,ijfi ' 

Durch AnflAsüDg des ersten, xweiten und l^ten Systems von 8 Cäeichiuigen 
naefa Yi, /^, ft erhtlt man: 

62. ^ /; = /S(*M«i +*!,«»» -j-*»,»«:»)» 

A == /?(*3,l*»+ft«,J««-}-*»,»«3)» 

/i = y («1,1 *i-f Ci,«a7»+ Ci,3*,), 

/» = y (cj. 1 *i + «2,1»« + «i,3*,) , 

wobei m bmneri^en ist, dafii a,, 2 = ai, « nnd eben so &,; i ^a: ^^^ , ond c«, 1 at= cj, «r> 
Zidit man non das sweite System der Gleichongen (62.) von dem enten ab, 
so eriilh man: 

(^«1.1— *i,i)*i+(J«i,j — *i,j)*2+(^«i,,— *i,j)af, = 0, 
63. (J«a,i--*i,i)«i + (^«a,i — *.,»)*,+ (J«2,>--*^,)*i — 0, 

(^<b,i—*i.»)*i+(|«3,»—*j.«)*»+(J«i.»— *».»)*» = ^5 
woraus sidi dardi Elimination da* Unbdnnnten dPi, «^, «s dne Glmcbmig 
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dritten Grades In RAdudoht «of 4 -wie 

64. fF = 
«rgiebL Die Wondii dieser Gleiohnng seien: 

(jf. (j)". (fr 

Setxt man Aeselben nach einander in (63.) und bestimmt fBr Jede die ent- 
sprechenden Yerlifiltnisse der Unbekannten ^ so werden soldie gleich den Yer- 
hdtnissen der CoCffidenten o^i'^ x^\ a^^ der Substitutionen sein, wenn man sie 
ans den angegebenen Gleichungen (63.) und der Gleichung /^=: 1 lestimmL 

Es ist im Vorhergehenden angedeutet worden, dafs die vorgelegte 
Au%abe 4 wesenflich von einander versdiiedene L5sungen zulftlisL Man erhfilt 
zwar aus den gefundenen AuflAsungen andere, wenn man fltr die Variabeln 
Xi, 7*29 Xs dieselben Variabeln mit den dritten Wurzeln der Einheit multtpBdrt 
setsL Diese werden aber nicht ab wesentlich versdiieden su betrachten sein. 
Jede der 4 versdiiedenen Auflösungen verlangt die Kenntaifii einer Wurzel der 
bi^dratischen Gleichung (60.) und der vollständigen Auflösung der dieser 
Wurzel entsprechenden cubischen Gletdiung (64.). Die voDstlndige Lösung 
der Aufgabe verlmigt also die Auflösung einer biquadratischen Gleichung und 
4 von den Wurzek derselben abhingigen cubisdien Gleichungen. In der fol- 
genden Nummer soll aber dairgethan werden, vrie aus der einen Auflösung der 
Angabe die tibrigen abgleitet werden können, ohne die Auflösung einer höheren 
Gleichung. Die Ausziehung der dritten Wurzel aus der Einheit wird biebei 
nlc&t ftr dne Auflösung einer cubischen Gleichung geredbnet Dieses voraus- 
geeetzt, so eriidlet, daft die vollständige Lösung der Aufgabe in der That nur die 
Kenntnilii einer Wurzel der biquadratischen Gleichung (60.) und die voBständige 
Auflösung der von dieser Wurzel aUängigen cubischen Gleicfanog (64.) verfangt 

22) Aufgabe 8. 

DU if^^ene Function 

iureh Suhtiluthnen von der Form 

in 4md$re von d$r§Men Form 

66. f «Ä arj-f ai4-«J+6JT.«r43,«s 
MU transparmarm. 
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Wenn man diese Aufgabe anf dem in No. 20. angegebenen Wege xu 
lösen anternimmt, so wird man finden, dafs die Bestimmung der Verhftitnisse 
der Coöfficienten yi''^ y^^^ yi'^ auf die Lösung der Gleichungen 

58- y?-Ar2r3 = 0; y\-ly,ri = 0\ y1-Ayiy, = 
fahrt, welche in der vorhergehenden Aufgabe den Gleichungen (58.) entsprechen. 
Durch Elimination der Variabein yi, y,, y^ erhalt man die der Gleichung C^O ^^t^ 
sprechende Gleichung 60.* x^ = ]. 

Bezeichnet man nun durcb kf und k" die beiden imaginftren dritten 
Wurxeln der Einheit, so giebt (58*): 



für i = 1, 

yr^rr^y^ = v.\ :i, 
yi*y*i*y^ = xik'ikr^ 



für JL = k\ 

yi*yt*y% =^ ■•i -^^ 



für i = *', 

yi-ya'ys = 1 •*' •*» 
yi*yi*y^ =1:1 ik^\ 
yr^r^'^Xi = 1:ä":i, 

woraus folgende drei Substitutionen hervorgehen, durch welche die gegebene Func- 
tion f der Variabein yi^ y^^ yy in andere von derselben Form transformirt wird : 

Erste Substitution. 

(3(l+2;r)y, = «,+ z,+ z, oder z, = {\^27i){y,^ y,+ y,}, 

67. {3(l+2;r)y, = «,+*'«a+*'% - «^i = (l+2n){yi+*"ya+*'y3K 
l3(l+27r)y, = ^.+*-«r,f*'«r, - «r, = (l+27i){r,+Ä'y,+*'y,}. 

Zweite Substitution. 
I3(l+2*''n)r,= «Ti-f *,+ «r, oder *'«,=( l+2*"7i){*y,+ ya+ Xs}, 
68.{3(l+2*"n)y,=*'«r,4. «a+Ar^'i^, - «r,=(l+2Ä''n){ r,+ y^+k^y^h 
l3CI+2*''n)y,=*'«,+*''ar,4. «3 . i^,=(I+2*''7r){ ri+*'ya+ y,J. 

Dritte Substitution. 

j3(l+2*'7i)y,= «r,4. «r,+ «, oder *''*,= (l+2*'7i) {*''/,+ y^-f y,}, 

69. 3(i+2Ar'7i)y,=Ä'':8..+ z,+k% - «,=(l4.2*'7i){ y,4- y.+k'y,], 

b(l^2k'7i)y,=::k'%i-k'z,i- z, - i8r3=(l-l-2Ä'n){ y,-fÄ''ya+ y.}- 

Die verschiedenen Substitutionen, durch welche eine gegebene Function 

fs=:JSa^^i^^T,xxx^ der Variabein or,, jr,, X3 in andere von der Form 

transformirt wird, erhfllt man nun, wenn man in den Substitutionen (53.), deren 
Coöfficienten in No. 20. und 21. bestimmt worden sind, für yi, y^, y, entweder 
«11 «2^ «^3 oder die Werthe von yi^y2^ ya uns den vorhergehenden drei Substitu- 
tionen setzt. Aus diesen Substitutionen ergeben sich endlich noch andere, wenn 
man die Variabein Zg^Zi^ z^ einzeln mit den dritten Wurzeln der Einheit multtpHcirt 
und diese Producte statt der Variabein «i, Z2^ z^ setzt. (Die FortMiswif im nachaten Holt) 
Königsberg, den 16. Januar 1844. 
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IL 

Über die Wendepuncte der Curven dritter Ordnung. 

(Von Herro Dr. Otto Hesse, Privatdocenten an der Universitlt zu Königsberg.) 

fFortseizang der Abhandluig No. 10. im Yorigen Heft: „Über die Elimination der Variabein ans alge- 

braiachen Gleichungen zweiten Gradea.**) 



33) iT enn man mit x^^ x^ die rechtwinkligen Coordinalen eines 
Pimctes p in der Ebene bezeichnet, der auf einer durch ihre Gleichung ti = 
gegebenen Corve beliebig aber fest angenommen ist: ferner mit X^^ X^ die 
Coordinaten eines variabeln Punctes der in dem ersten Puncto errichteten Nor- 
male der Curve, so verhalten sich die Differenzen x^ — X^^ x^ — X^ wie die 
Cosinusse der Winkel, welche die Normale mit den Coordinaten -Axen bildet, 
oder wie die partiellen Differentialquotienten ti|, ti, der Function u der Va- 
riabein X| , x^^ nach diesen Variabein genommen. Bezeichnet man ferner durch 
l einen unbestimmten variabeln Factor, so hat man 

65. {j€^ — XC)l = ti,, (j?, — 2:,)^ = «2, 
woraus durch die Elimination von X die Gleichung der Normale selbst hervor- 
geht. Diese Elimination kann jedoch unterbleiben, da es vortheilhafler ist, die 
Gleichungen der Normale unter der Form (65.) zu betrachten. 

Bezeichnet man mit o^jL-fJ^^, x.^\dx^ die Coordinaten eines dem 
Puncte ;> unendlich nahe gelegenen Punctes der Curve « = 0, und mit /x 
einen unbestinunten variablen Factor, so erhfilt man fflr die den vorhergehen- 
den entsprechenden Gleichungen der in diesem Puncte errichteten Normale: 

{Xi\dx^ — X^li = Hi+rfwi, {x.^dx^ — X;)^ = u^\du^. 
Für den Krammungsmittelpunct der Curve, in welchem sich, wie bekannt, die 
beiden Normalen schneiden, gelten die angegebenen 4 Gleichungen. Lfifst 
man daher JTi, X^ die Coordinaten des Krfimmungsmittelpunctes bedeuten, so 
kann man dieselben mit Hülfe der angegebeneu Gleichungen und der folgenden 
durch die Coordinaten des Punctes p wie folgt ausdrücken: 

u^dx^^u^dx^ = 0. 
Die Lauge (i des Krümmungshalbmessers ergiebt sich aber aus der 
Formel p = i/Gor, — JT,)" + (^2 — -3^)0 oder 

66. p = ^{uWu^^,. 

CreUe'a Joamal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 2. 13 
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Es bleibt nun nocb fibrig, den Werth von X anzugeben. Denn hat man 
diesen gefunden, so giebt die Gleichung (66.) den Werth des Krammungs- 
radius, und (65.) giebt die Relationen, welche zwischen den Coordinalen des 
Puncles p und den Coordinaten X|, X^ des Krflmmungsradius Statt finden. Zn 
diesem Zwecke ziehe man die Gleichungen (65 ) von den darauf folgenden 
beiden ab. Dieses giebt 

{xi-\-dxi — Jrj)(/x — X) = dUg — Idxi^ {x2-\-dx2 — ^rJ^M' — *) = ^^2 — Xdx2 
und, wenn man die Werlhe von x^ — Xi und X2 — X2 aus (65.) setzt, 

(iii-UArfjr,)^^ = du^ — Xdx,, (ti^-f Arfa?,)^^ = du^^Xdx^. 

Vernachlässigt man die unendlich kleinen Gröfsen Xdx^^ Xdx2 gegen 
die endlichen tij, t/^, so hat man 

tij^^^ == du^ — Xdxi^ ^^^^ "^ du^ — Xdx^. 

Fflgt man hiezu noch die Gleichung Uj^dx^-\-U2dx2=^Q und bezeichnet die 

zweiten partiellen DiiTerenlialquotienten 5 — g — der Function u der Kflrze wegen 

mit u^^i^ so stellen sich diese Gleichungen wie folgt dar: 

^i^- = (Wi,i — ^)rf^i + w,,2rf^2, «'i*^ = U2^Jx,^{U2^2—^)äx2, 

u^dx^-\'U2dx2 = ()• 
Wenn man die beiden ersten Gleichungen nach dx^ und dx^ auflöset, so 
erhAlt man 

Ndx, = (W2,2— A)i/| — ti,,,ii2, JVrfar, = — ti2.iWi + (Wi,i — X)«2, 

N = j^{(«.,i — A)(ll,,,-A) — llj^a«.,.}, 

und wenn man diese Werthe von dx^ und dx^ in die letzte Gleichung setzt, 

<{u,^2-X)-iu,u,u,^2^u\{u,^,-X) = ()• 
Daraus ergiebt sich fOr den gesuchten Werth von Xi 

24. Es seien ^1, ar,, x^ die rechtwinkligen Coordinaten eines Punctes 
p einer durch die Gleichung fi = () gegebenen Oberflfiche, X|, X^^ X, die 
Coordinalen eines variabeln Punctes der in p errichteten Normale der Ober- 
flfiche. Unter dieser Voraussetzung verhalten sich die Differenzen Xi = JT,, 
a?2 — JC;, x^ — X^ wie die Cosinusse der Winkel, welche die Normale mit 
den Coordinaten-Axen bildet, oder wie die partiellen Differentialquotienten 
t^n ^39 ^3 dei* Function u, nach den Variabein x^^ or,, x, genommen. Es 
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sind daher, wenn man mit X einen unbestimmten variabeln Factor bezeicimet, 
die Gleiclinngen der im Punote/r errichteten Normale der Oberfläche folgende: 

68. {x,^X^)X = u,, (0?,— JC;)Z = ir,, i^s—u,)X=:X^. 
Ebenso wird die in einem dem Puncto p auf der Oberfläche unendlich nahe 
gdegenen Puncto f errichtete Normale, wenn man mit x^-f ^^19 ^2*f^^2 9 
dr,-f '^9 die Coordinaten dieses Punctes und mit fi einen unbestimmten variabeln 
Factor bezeidinet, durch die Gleichungen bestimmt: 

(a?,-f rf^,— XOiU = Ut+äu,, 

{Xs^dx^^X^)/i == u^'\'äu^. 
Diese beiden Normalen werden sich im Allgemeinen nicht schneiden. 
Sie schneiden sich aber, wenn der Punct q auf der durch p gehenden KrOm- 
mungslinie der OberflAohe angenommen wird, in welchem Fälle der Schnittpunot 
r der Normalen zu dem KrQmmungsmittelpunct des durch p und q gelegten 
Hauptschnittes wird. Lfifst man daher X| , Z^, Z3 die Coordinaten dieses KrOm- 
mungsmitlelpunctes bedeutra, so ergeben sich die Werthe derselben aus den 
angegebenen, zu gldeher Zeit Statt findenden beiden Systemen von Gleichun- 
gen, und der Krflmmungsradius ist q = ]/((jr^ — Xj^-j- (x^—J^f-j- (ä?,— X,)^, 
oder, mit Rflcksicht auf (68.): 

69 *=:yy(«i-«;-t*;)). 

Um den Werth von l in dieser Formel zu bestimmen, ziehe man die Gleichun- 
gen der Normalen von einander ab. Dieses giebt 

(aPi-f '^i— -*i)(A* — *) = rfiTi — XrfaTi, 

(x^'^'dx^—X^Xfi'-l) = du^ — Xdx^. 
Diese Gleichungen gehen, wenn man die unendlich kleinen Gröfsen 
dxi^ ifxs, dx^ im Yerhflltnlfs zu den endlichen Differenzen j?|— X|, x^—X^^ 
Xi^Xi vemachlAssigt und fOr die Differenzen die Werthe aus (68.) setzt, in 
fd^nde tiber: 

tf^C^ s= du^ — XdXi , u^ ^^p- = rfuj — A dx^ , u^^^z= du^—Xdx^. 

Fflgt man noch die Differentialgleichung der Oberfläche hinzu und bezeichnet 

die Differentialquotienten k^ ^ der Kflrze wegen mit if«^i, so lassen sich 

die Gleidiungen wie folgt darstellen: 

13* 
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Aas den drei ersten Gleichungen e^eben sieb die Werthe von dxi^ dx,^ tfx, 
durch Anflösnng. Setzt man dieselben in die letzte Gleichung, so wird man finden: 

Bezeichnet man endlich mit Xi und ilz die beiden Wnrceln der Torliegenden 
quadralisdien Gleichung, so erhfilt man: 

70. li-\-kt = 
«?('««.i4-w».»)+««;(«t.t4-«i.i)+w'(«i.i+w i .i)— 2«i«««»>.i— 2«««i«i.i—2¥i««t«*i.t 

wo die Gröfsen V,^i die Bedeutung 

>^i,i =.«i,2«3,.s — «a,s» F,,, = «,,,•«,,,— «,,,«,,,, 

Fj,J = «,,3 ll,,i — «5,1 , ^3,1 = «J.« ««J,5 — «J,a «3,1 , 

^3.3 = «1.1 «,,2 — «5,1» •^1.« = «l,3«««.J — ««3,S«I,t 

haben. Wenn man diese Wurzeln nach einander in (69.) statt X setzt, so er- 
halt man die Krümmungsradien der Hauptschnitte im Pnncte p der Oberflildie. 
Setzt man sie in (68.), so bestimmen jene Gleidiongen die Coordinaten X^, 
JT,, X, der Krflmmungsmittelpnncte der Hanptschnitte. 

Die Zahler der Ausdrücke (67.) und (71.) kann man auf eine elegante 
Art transformiren, wenn « eine ganze algebraische Function vom Grade n ist. 
Diese Transformation soll in Folgendem auseinandergesetzt werden. 

25) Durch Auflösung eines linearen Systems von Gleichungen mit 
m Unbekannten Xi, Xj, .... x„ von der Form 

/Ui = a?, «,,,-{-«,«,,, -f.... -|-ar„t»,,„, 

72. /^» =*»•*».» +^»**«.« + -*"4-*>-*».-' 

1 17„ = «,«„, 1 -f- a?, «„,,+ .... -j- a?„«., . 
erhalt man Gleichungen von der Form: 
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wo J die aus den Cofiffidenten der Gleichnngeii (72.) rasammengeselzle De- 
terminante, also eine ganze Function Yom Grade oi und die Grörsen U^^i ganze 
Functionen vom Grade m — 1 in Rflcksicht auf die genannten CoSfficienten 
bedeuten. 

Ein zweites gegebenes System linefirer Gleichungen mit den m—t Un- 
bdumnten Xi^ x^^ .... x^^g 

^2 = ^iU^i +^2th,2 +—• +^--1«^— i1 

gebe 9 nadi den Unbekannten aufgelöset, 

75 < ^^^2 ^=^ Fl r 1,2 "T F, Ftj^j -j" •••!" F«,«i Fi»«!,», 

l i.x^i= Ft F,,^!+ F, F,,^., + ....+ F^t F_t.-i- 
In diesen Gleichungen bedeutet d die aus den Codfficienten der Gleidiun-- 
gen (74) zusammengesetzte Determinante, welche mit der Determinante J in 
der Verbindung 

steht. Zieht man die Gleidmngen (73.) von (74) ab, so erhalt man 

Setst man diese Werthe von F|, F,, .... F^, in (75.), so findet sich: 
<r.ar,==r»F,.,-fr,F,,,+ ...l7^F_.,,-a:>,,.F^,+t«^F,,^-|-...«^,..F._^,}, 
^.Xa = l^iF,,,4- r, Fj^4 • • • ^— i F«_,,,— x.{«|,, F,,,-f-ii,^ Fa,,4 . • • «— i.«*^— i,«}» 

— *« («,,« F,,._,-f tt,,, F^,+ ....«^,,« F._,,._,}. 

Hnltiplidrt man diese GlMchongen mit J, setzt darauf für Jxi^Axit ... •<^^«> die 
Werthe ans (73.) und vergleicht die Coöf&denlen von ü^ aof bdden Seiten 
der Gleichungen, so ergiebt sich mit Rfloksicfat anf (76.): 
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Mit Hfilfe dieser Gleichangen itellt sich da» voriiergelieiide Systooi m dir; 

^.a?^ = Ü«F.^^. 
Nimmt man mm an, dafs Ug^i=u^^i , woraus bekanntlich folgt, dafii aneh ü^i=^ Vi^^ 
und VnV=^iyM\ M erhalt man, wenn man reapeettye mit üi^ü^^.... ü^ mul* 
tipUdrt nnd alle Gleichungen addirt, mit Rflcksicht anf die letzte Gleichung (73.) ^ 

77. d.{x,ü,i-x,ü^i- ....•{•x^üJ)^x^x^J 
= I7,^F,,,+üa^F,,,....ÜJ«tF_.,_, 4-2^1 raF,,,+ ...,^.2F^ 

Es sei nun u eine gegebene Function nten Grades der m — 1 Va- 
riabein xTi, ^2, ^^1- Diese Function ist homogen und yon m Varia- 
bein, bleibt aber vom itlen Grade, wenn man ^, ^, •••. ^^^=^ statt der 

Variabein setzt und die Function mit xZ, multiplicirt. In dem Folgenden soll 
unter u die auf die angegebene Weise homogen gemachte Function u ver- 
standen werden, mit der Bestimmung, dafs der V\rerth der leisten Variable x^ 
gleich 1 sei, wodurch die gegebene und die homogen gemachte Functfon ^eidi 
werden. Bezeichnet man ferner mit tii, 11,9 •••• tf» die DifferenUalquotlenten der 
homogenen Function u nach den m Variabein gmommen, so hat man bekanntKeh: 

78. n.u = ^it'i + ^2«'2+--«i*t'«- 
Bezeichnet man endlich die zweiten Differentialquotienten der Function ti| nimlidi 

x . ^ ^ . ^ mit ««^i oder «a,., so hat man auf gleiche Weise: 

v «1 V ^ •* i 

»n— I.«, = a?»«»,i+*««^,i 4-" ••+*•«»,-» 

I 

U— 1.«. = «itr^,+x,«L.«+.. . .+«.«.,-- 
A«s fliesen Gleichangeii eriudlt, wenn man sie mit (72.) verg^elcbt, dtb 

ü, = n—i.u, 
gesetzt werden liann: wodurch Ae Gleichnng (77.) mit Rflcksicht anf (7S.) in 
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QbergehL Diese Formel dient zur Transformation der Zfihler der Ansdrflcke 
(67.) und (71.); was sogleich erhellet, wenn man m = 3 oder fiis=4 setzt. 
26) Wenn man die Gleichungen (74.) unter der Annahme m s= 3 
auflöset 9 wodurch ni»n die Gleichungen (75.) erhält, so erg^ebt sich 

F|,l == 1*2,29 Fa^a = ^1,19 Fi^2 = "••^1,2 9 

und die Determinante der Codfficienten in den Gleichungen (72.) wird: 

Setzt man diese Werthe in die Gleichungr (80.) 9 so gehl der Theil rechts 
derselben in den Zähler des Ausdrucks (67.) Ober. Bemerkt man liun, dafs 
die Coordinaten des Punctes p der Curyeii = die Function u yerschwinden 
machen und dafs X3= 1 ist, so hat man: 

(n-l)«(ii?fiÖ"* 



67.» l = 



m = 


= 4 wird. 




n. 


— «».»«,.,• 


-<» 


n. 


— «,.jtt..i 


~<M 


n. 


' •'l, 1*^2, 2* 


-<., 



^2,3 = tl2,itl3,l-l#,,itl5,3: 

^3,1 = ^3,2^1,2 •'2,2*'3,19 

Fl,, = tl,,3t«2,3— W3,3«'l,2. 

Setzt man diese Werthe in den Theil rechts der Gleichung, so geht der« 
selbe in den Zähler des Ausdrucks (71.) Aber, und da x^ = 1 und für 
die Coordinaten des Punctes p der Oberfläche if = die Function tf ver- 
schwindet, so hat man: 

Diese Transformation ist vorzflglich deshalb von Wichtigkeit, weil sie die 
Grade der Zähler der Ausdrücke (67.) und (71.) um zwei Einheiten er- 
niedrigL Denn während der Zähler des Ausdrucks (67.) in Rficksicht auf 
die Variabein vom Grade 3it — 4 war, so ist der Zähler des Ausdrucks (67.*) 
nur vom Grade 3(it — 2). Ebenso ist der Zähler des Ausdrucks (71.) vom 
Grade 4it — 6, der Zähler des Ausdrucks (71.) aber nur vom 4(it— 2)ten Grade. 
Man pflegt mit dem Namen Wendepuncte solche Functe einer Curve 
zu bezeichnen, in denen der KrOmmungshalbmesser unendlich grofi^ isL Ist 
nun ti = die Gleichung einer Curve fiter Ordnung, so werden die Coor- 
dinaten dieser Puncto durch die Gleichungen 

ti = und ;i = 
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bestimmt Nimmt man den Werth von X aus (67.) , so werden diese Gleiehnngen 
anf die Zaiil der Wendepnncle ^eich ii(3ii — 4) hindeuten. Setzt man aber 
fOr l den Werth aus (67.*), so geht die letzte Gleichung in ^ = Ober und 
die Zahl der Wendepuncte reducirt sich auf 3it(f»— 2). Man hat daher fol- 
genden von dem Herrn Professor Plücker in dem ,,System der analystischen 
Geometrie p. 264'' aufgestellten Lehrsatz. 

Lehrsatz 9. 

Eine Curve itter Ordnung hat im Allgemeinen 3ii(ii— 2) Wendepuncte. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich folgende Regel zur Bestimmung der 

Wendepuncte: Wenn u eine homogene Function von 3 Variabein x^^x^^ x^ 

nten Grades, J die aus den zweiten partiellen Di/ferentialquotienten zu^ 

smnmengeselzfe Deternntumte der Function u ist, und ^, ^ sind die 

rechtwinkligen (oder scUefwinkligen) Coordinaten eines varlabeln Punefes, 
so bestimmen die Gleichungen 

u = und J = 
die Coordinaten der Wendepuncte der Curve « = 0. 

Nennt man auf Reiche Weise Wendepuncte einer Oberfläche t« = 
diejenigen Puncto, in denen einer der beiden Hauptschnitte der Oberfläche 
einen unendlich grofsen Krammungsradius hat, so beweiset 'der Ausdruck (71.*), 
der f&r diese Puncto verschwinden mufs, nachstehenden Lehrsatz: 

Lehrsatz 10. 

Die Wendepuncte einer Oberfläche nter Ordnung liegen auf einer 
Oberfläche ^{n — 'i)ter Ordnung. 

Zur Bestimmung dieser Art Wendepuncte dient folgende Angabe: 

Wenn u eine homogene Function nten Grades der 4 Variabein 
Xi^ dr,, Xy^ a?4, J die aus den zweiten partiellen Differentialquotienten 

zusammengesetzte Determinante der Function u ist, und £i, £1, £i ^imd 

^ Coordinaten eines variabeln Punetes, so bestimmen die Gleichungen 

u = und J = 
die Coordinaten der Wendepuncte der Oberfläche 11 = 0. 

27) In No. 8. bis 14. sind mit /i, /,, ^ beliebige homogene 
Functionen 2ten Grades von den Variabein x^^ x^^ x^ bezeichnet worden 
und mit ip die Determinante dieser Functionen. Betrachtet man die Quo- 

tienten — ^« -7^ als die rechtwinkligen Coordinaten eines Punetes der Ebene, 
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80 Stellen die ffleidumgen 

r. = Of A = 0, /; = 
drei beliebige Kegelwhiütte dar und die GMchnng y e=s eine Curve dritter 
Ordnung^ die mit diesen Kegelschnitten in einem merkwürdigen Yerbflltaiisse steht. 

Denn bezeichnet man mit ^. ^ die Coordbiaten eines Punctes der Ebene 
nnd mit ^, ^ die Coordlnaten des sngeordneten harmonischen Poles in 

Rteksichl auf Jeden der erwähnten Kegelschnitte^ so hat man, mit Bdbehahung 
der in den angegebenen Nummern gewählten Bezeichnungen, folgende Bedin- 
gungsgleichungen : 

Das Resultat der Elimination Ton /i, y*,, y^ aus diesen Gleichungen g^ebt 
dann ^sssO; woraus folgender Lehrsalz hervorgeht. 

Lehrsatz 11. 

JOer geometrieehe Ort der dreien gegebenen KegeUehnitten gemrin-* 
eehaftHchen zugeordneten harmoniechen Polenpaare ht eine Curve dritter 
OrdnungJ^ 

Nimmt man an, dafe die drei gegebenen Kegelschnitte sich in einem und 
demselben Puncto schneiden, so wird in diesem eine Polenpaar zusammenfieillen 
und deshalb die Curve driti« Ordnung durdi diesen Punct hindurchgehen. 
Wenn man dies analytisch ausdrOckt, so hat man den Lehrsatz 2. 

Wenn man^ anstatt von den Gleichungen /is=sO, /2«=0, /*, =0, von 
folgenden drei Gleichungen ausgegangen wfire: 

«lA+^tA+^s/;««». ^A+A»/i+Ai/3=o, ^,/;+)M,/;4.^/;=o, 

so wflrde man diesdbe Endgleichung 9 «=: ü gefunden haben» Es stellt mithin 
die Gleichung Xi/l-f ^A^'^s/»^^ ^^^ System Kegebchnitte von der Eigen- 
schaft dar, dafs rieh, wenn man die gemeinsamen harmonischen Polenpaare 
von irgend dreien eonstruirt, wddie zugleich harmonische Polenpaare aUer 
flbrigen sind, immer dieselbe Curve dritter Ordnung als geometrischen Ort 
dieser Polenpaare ergiebt. Diese Curve dritter Ordnung lifst sich auf folgende 
Art construiren« Man lege einen beliebigen Kegebchnit durch die 4 Schnitt- 
punde der beiden ersten Kegelschnitte. Derselbe sdmeidet iem dritten Kegd- 
sdmitt in 4 Puncten. Legt man alsdann durdi Ae 4 letzten Sdmit^unete ein 

Cf^l«*s Joanutl f. d. M. Bd. XXVHI. H«n 2. 14 
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Linienpaar, so laufen die beiden Linien in einem Ponete der Corve dritter 
Ordnung zusammen. Dieser Pnnct beschreibt die Curve dritter Ordnung, wenn 
nun den beliebifren Kegelschnitt Tariiren Iftfst. 

Umgekehrt lafst sidi nadi den drei Kegelsdmiiten firagen, deren g^ 
meinschafUiche harmonische Polenpaare in einer gegebenen Curve dritter Ord- 
nung liegen. Diese Aufgabe kommt mit der Aufgabe 1. fiberein. Denn wenn 
^ = die Oloichttiig^ der gegebenen Curve dritter Ordnung ist , so hat man 
die Fimction f dritter Ordnung zu suchen , deren Determinttite die gegebene 
Function (p ist Hat man dieselbe bestimmt und bezeichnet nun mit f^^ f^^ /s 
ihre partiellen Differentialqnotienten , so sind fi = 0^ /^^aO, ft'^^^O die 
Gleichungen der gesuchten Kegelschnitte, uimI die Gleichung A?| f^ -f^ A ~f^ fi=0 
stellt das ganzd System von Kegelschnitten dar, deren gemeinschaftliche har- 
monische Polen paare in der gegebenen Curve dritter Ordnung liegen. Da 
abw einer gegctbenra Function q> drei Functionen f entspredien, so giebt es 
auch drei Systeme solcher Kegelschnitte. Jedem Puncite der Curve entspricht 
ein zugeordneter Pol des Systems. Da aber 3 Systeme vorhanden sind, so 
entsprechen jedem Puncto der Curve drei andere bestimmte Puncto dersel- 
ben Curve. 

28) In No. 15. bis 22. ist mit f eine beliebige homogene FunctiAi 
dritter Ordnung von den Variabein ^1,^73, x^y und mit q> ihre Determinante 
bezeichnet worden. Aus dem Vorgehenden erhellet, dals die Gleüchungen 

/"= und q> = , 

die Wendepuncte der durch die Gleichung /"= O dargestellten Curve dritter 
Ordnung bestimmen« Bemerkt man nun, dafs, wenn mit ä und d zwei be- 
liebige constante Gröfsen bezeichnet werden, die Gleidrang df'\'d^=:0 alle 
Curven dritter Ordnung darstellt, welche durch die Wendepuncte der ersten 
Curve hindurchgehen, so lassen sich die Ldirsitze 8. und 6. wie folgt geome- 
trisch ausdrficken. 

Lehrsatz 12. 
Durch die 9 Wendepuncte einer bdidifen Curve drUt€9^ Ordnung 
laasen sich 4. Systeme dreier geraden Linien äindurehlegen. 

Auf diesen schönen Lehrsalz hat zuerst Herr Professor PUteker in 
der oben citirten Schrift S. 284 aufinerksam gemachL Die Schnittpuncle eines 
beliebigen dieser Systeme mit einem der drei andern werden demnacb die 
Wendepuncte der Curve dritter Ordnung aein. 
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Lehrsatz 13. 

Alle Cunm dritter Ordnung^ welche durch die 9 Wendepuncte 
einer heÜepigen Curve dritter Ordnung hindurchgehen, schneiden eich 
gegensmtig in den Wendepuncten. 

Hieran schliefst sich endlidi noch folgender Lehrsalz, der ebenfalls durch 
das Vorhergehende bewiesen wird. 

Lehrsatz 14. 

Wenn die Wendepuncte zweier Curven dritter Ordnung auf den^ 
selben drei geraden Linien liegen, so liegen auch die Wendepuncte aller 
Curven dritter Ordnung, welche durch sämmtliche Schmttpuncte der beiden 
Curven hindurchgehen, auf denselben drei geraden Linien. 

Die Gleichungen des einen Systems von 3 geraden Linien, welche durch 
die 9 Wendepuncte der Curve f=^0 hindurchgehen, sind, wie aus der Gleichung 
(57.) erheUet: 

y. = 0, Xi = 0, y, = 0. 
Die eines zweiten Systems sind 

«I = 0, «Tj = 0, z^ = 0, 
wo die Werthe von sr^, arj, z^ ans einer der drei Substitutionen von No. 22. 
mid die Werthe von Xn Xai y^ aus den Substitutionen (53«) zu nehmen sind. 
Jede von den drei Linien des ersten Systems schneidet Jede Linie des andern 
Systems in dnem Wendepuncte tfer Curve f= 0. Berechnet man daher die 
Werthe der Yerhdtnisse der Variabein x^^ x,, x^ aus irgend einem Paare 
folgender Gleichungen: 

yi=0, y2+ ys = 0; y, = 0, ys^ yi = 0; y, = 0, yi4- ya = 0; 
yi = 0, y^^k'ys^O; ya = 0, y,+*'y, = 0; y, = 0, y,+*'y, = 0; 
yi = 0, ya+Ä'Vs^^Oi y2=0, y^+Ar'y.^Oi y, = 0, y,-l.Ar"ya = 0; 
so werden diese Wwthe der Verhältnisse der Variabein andi den Gleichungen 

^ = und 9 = 

genflgen vid die Quotienten — ^, — ^ die Coordinaten eines Wendepunctes 
der durch ^^^0 dargestellten Curve dritter Ordnung sein. 
Königsberg, den 22* April 1844. 
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12. 

Allgememe Berechnung der fünf regulären KOrpen 

(Von Herrn F« SeAulize^ Privatiebrer «t Beriia.) 



Beseichnet man den Inhalt des Körpers mit JE» den Inhalt jeder seiner 
Smten/lOchen mit F, deren Anzahl mit n nnd das Maafs des Halbmessers 
der m den Kür per beschriebenen Kugel mit p: so ist 

1. Jr = \nFQ^ 
Bezeichnet man ferner iUe Anzahl der Seiten jeder Smtenfläehe mit 
n' nnd das Maafs jeder Kante ndt #, so ist 

2. F=lI^(i#)^cot^^ 

n 

Bezeidmet man nun das Maafs des Halbmessers der trm den Körper 
beschriebenen Kußel mit r nnd das Maafs des Halbmessers des um jede 
Seitenfldehe beschriebenen Kreises mit x: so ist 

3. r' = p'+r'. 

Bezeichnet man alsdann das Mätafs des Winkels, welchen zwei aus 

den Endpuncten üner Kante gezogene Halbmesser mit eeneetier hÜien^ 

wX p,^ so ist 

4, r = |#GOsec^,a. 

Stellt man sich nnn anf der OberflAche der um den Körper besdirie- 
bMen Kngd die Ecken des Körpers dan& Heridianbogen yeribnnden^ die 
ganze Kngd-Oberfliche also hierdurch in dn Netz Ton n regulären qriiflri- 
schen n'edien zerlegt vor; alsdann den Pol (P) eines derselben (es möge 
dasselbe ein reguläres Ftnfeck ABCDE sein) mtt seinen Ecken gleichfalls 
durdi Meridianbogen (PA, PH, PC, PD, PE^ rerbunden und in einem der auf 
diese Weise entstehenden sphärischen Dreiecke (etwa in APE^ Tom Pol (P) 
aus senkredit auf die gegenüberliegende Seile CAE^ einen Meridianbogen 
(PF) gezogen, und bezeichnet das Maafi jedes Winkele der sphärischen 
n'eeke mit J, das Maafs jedes der nf um den Pol (P) liegenden sphdri^ 
sehen Winkel aber mit M: so ist (yi dem rechtwinkligen spldrisdieo Dreiedc 
AFP oder EFP) 

5. eof^Jf s=: oos^jusin^J« 
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Nim ist 

n\M « 360«; 





6. 


Sf 360« 


wU hnur. 


wenn S« JmmoU der Kan^n Jeder Ecke des Körper» loit nf* 


besdflhnet wird. 






n" 


.-4 = 360P, 


«bo 








7. 


^_360o 


fo|giichist< 


■08 (5. «. nnd 70 






««^ 


-ecf^la*»* 


imdhiflnm0 




-T 




8. GOB\ll 


»' 






Ef Ist aber 


1 




•— «»T^ 


•(l-(COii»)») 


md, wenn 


MflrfD für oos^/« ans 


(a) Mh Wmüi fobstitoirt wird. 




en»»\li a» 


1 



4'-(^'l 



oder 

dosg^ehen ist didaim aus (4 und 0.) 

»0. i--=i.. "^ 



y((-^)-(««^)') ■ 

Et iat f«ni0r 



11. t = i#«oieo^, 

ffl 
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folgüch ans (3. 10. und 11.) 



sin 



180« 



4*. 



r '/((--^M-^r)] 



= p'4-(i'.cosec^) 



«nd hieraw 



12, p = ^8. 



_ 180* 180* 



y((-^-(-^y)' 



endlicb ist ans (1. 2. und 13.) 



(l) K^\nn',{^\$f. 



(-^' 



CM 



180» 



y((-^)*-(-^)T 



Efininirt man ans dieser Gldchuiig # ndt Hülfe der GldcknigeB (10. 
und 13.) 9 ^ erUIt man noch 

und 

an.) K=t.^v.((*^--(«J»!)-),-,^(«.^)' 



iS. Bittt^^Ui» der 2Metäk9»rie, $• &7. Fom. 1—3. Hl 

13. 

Encyklop&dische und elementare Darstellung der 
Theorie der Zahlen. 

(Vom H»«(ugeber dieses Jouinab.) 

(Portiefarang der Abhaiunmif No. 2. im Iten, No. 10. im 2(en nnd No. 26. im Sten Hefte rieben 

Wki zwunigsten Bandes.) 



S. 57. 

ErkUrung. 

Jjnto\ge ($. 56.) gleiA es, weofi p eine Stammzahl ist, immer Wertfae von 

tr>»l, von welchen schon meirigere Potenzen, als nach dem Fermatschen Satie 

Ae Poteu t;^\ sa p den Rest 1 lassen, also immer Wurzeln >> 1 xa der Gleichong 

1. ^^ = ©^4-1, 
wo 9<Lp — 1. 

Nun giebt es auch offenbar immw niedrigste Exponenten X, fOr welche, 

fDr bestimmte Zj 

2. a:^ — ®;i+l 
ist. 

Die Warsein z üeser Gleichung, ^ den niedriffsten Exponenten il, 
die also für alle Meineren Exponenten 1, ?, 3, ...« bis il — 1 onii^e Reste 
als 1 und zuerst für den Exponenten X den Rest 1 geben, sollen Stamm^ 
wurzeln aus i zu p für den Exponenten il, oder kürzer, ilfe Stamme- 
wurzeln aus l zu p heifsen und durch zi bezeichnet werden. 

Ist X gleich p—t selbst, so dafs also alle niedrigere Potenzen als 
sf*^ andere Reste als 1 tu /r lassen, so sollen die z, welche diese Eigen- 
schaft haben, Hauptstammwurzeln aus 1 zu p heifsen. 

Gewöhnlich giebt man nur den Hauptsiammwurzeln einen besondem 
Namen; man nennt sie primitive Wurzeln. Es ist aber gut, auch den tbri-* 
gen Stammwurzehi, ffir wdche s<ip—i ist, eine besondere Benennung bei- 
zulegen; und die Benennungen Stammwurzel, und fOr den Fall ss=:p — | 
Hauptstammwurzel f scheinen passend, wenigstens nicht minder passend zu 
sein, als die nicht deutsche Benennung f&r letztere. 

Wenn in der Gleichung 

3. ar» = ®^-f-r 
z eine Hauptstammwurzel und x<C^— 1, also r zufolge der Eigenschaft 
der Stammwurzeln nickt s=:l ist, so nennt man auch den Exponenten ;r, für 
weldien der Rest r Statt findet, index zu r. 
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$. 58. 

Lehrsats. 

L EsßieitfWennfdneStammzaklüt, zu Jedem Exponenten 

J>> f, der in p— I außfekt, also euch zu p— 1 edbet^ Stammwurzeln; 

dae keifet Werihe van z, van welchen keine niedrigere Patenz ale s^ 

Ml p den Reet 1 Idfet, aleo ftir welche fitr keinen kleineren Bxpanenten ale d 

1. i' = ®^4.l 
iet. 

n. Ztm Exponenten d^ die nickt m p — 1 oMfyehen, gleichviel oh 
de wU p-^X ThtUer gemrin haben, oder nickt, giebt ee keine Slmmm^ 
wurzeln. 

Beispiel. ( Aw Tal L) z= l.iSmi 47 ObA ^e Stammwurzeln 
jmilemTlieiIerifs=4yoBp— lr=6a ar=3,27)41 imd52 sinddiei^AMiai- 
iMnrdii an demTheiler ^«=10 Ton/i— 1, and ier = 8, 23, 24, 38, 33, 37, 38 
and 53 »lad die Sta mmwu r z eln za dem Tlidler ^as20 yoa p—i a s. w. 
ar=2, 6, 7, 10, 17, 18, 26, 30, 3f , 35, 43, 44, 51, 54, 55 and 59 siad HeHaupt^ 
etammwurzeln oder diejenigen za d = p — I = 60. 

Beweis ron I. A. Nach ($• 66. III.) giebt es ftr Jedm Tlieiler ^ 
Ton I»— I, ^ verscliiedene Wertlie von z, so wie nacli ($. 40.) fbr d gUick 
p — 1, p-^\ verscliiedeae Werthe voa z, fbr weldie 

2. z^ = ®;>+l 
ist 

B. Giebt naa in dw Gleiehaag (2.) kdne der rerschiedenen Poten- 
wen z\ e^, e?, ...^ t^ sa p den Rest 1 , soadem erst e^ selbst, so ist a; 
in (2.) edbet die ^e Stawunwurzel aas l m p. 

Geben aber schon niedrigere Polenaen als a^ za /^ den Rest 1, so 
wird nothwendig irgmd eine derselben die medrigete sein. Man selae, ihr 
Exponent sei «=1. Alsdann ist annSdist zu zeigen, daft l ein Thmler Ton d 
and folglich rim p— 1 sein mals. 

C. Gesetzt X sei nkkt ein Theiler ron ^, also 

3. if = ®l+p, 
wo p>>0 and <!>t ist, so mfllste, da 

4. Äix=@;i^l 
roransgesetzt wird, Mdi (2. and 3.) 

5, «* = ««^ = ««a* = ®p + l, 
oder, da nach (4.) ^•*=(©^+l)* = «^+l itt (5.), 
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(®;^-f 1)«*= ®;i4-l oder 

6. «^ = ®;>+ 1 

•ein; dM mflfete, da f< X ist» eine noch fÜBdrij^ere Potens d» u^ %n p den 
Rest 1 lassen. Da dieaea geg«n die Yoraassetaung iat, so kann nicht ^ ss 
®X-f (»9 sondern nnr 9 = ^1 nnd folglich Imar ein TAeiler von J sein. 

D. Nun ist nothwendig Jeder Thefler X von ^ ein Theiler von p—l 
selbst Und da es nnn tür jeden Theiler X von p—i^ so wie fOr l=zp—l 
selbst, Werttle Ton ar giebt, die der Gleichung V=®/^-fl genngthun, so giebt 
es anch fOr jeden Theiler X oder d von p—l Stammumrzeln. 

Beweis von IL B. Ist d an p—l fMlerfiremd, so bekonnnt nach 
($. 56. n.) in 

7. a^ = ®/i+^ 

r fpr Jeden Werth von » einen antfsm Werth nnd die Werthe von r durch- 
famfeh alle die ZaUen 1, 2, 3, 4, .... p — 1. Also ist kein r, aufeer f&r 
ar=:l, gleich 1; mithin findet die Gleichung (1.) nur allein fttr ar=:i Statt, 
nnd folg^ch giebt es in diesem Fafl keine Stanunwurseln. 

F. Hat ^ mit /f— 1 einen Theiler X gemein, so dafis s. B. 
8. d i= Xfi und p—i = Xt 
ist, so gfebt es schon für den Ar/mi^leii Theiler X von d Stammwnradn; denn 
es giebt deren nach (1.) t9x jeden Exponenten, welcher, wie X, ein Theiler 
von ;^— 1 isL AbM> ist schon 

9. «^ = ®;>4.1, 
wdurand zugleich 

10. «* = «^ = (®;f+l)' = ®p+ 1 
ist, nnd die m^ welche der Gleichung (10.) oder (1.) entspredien, sind nicht 
mdir fitomicrararaAi ans 1, weil schon die niedrigere Potena 5^ von z den 
Rest 1 Iflftt. Mthin giebt es auch in diesem Fall keine SUmmwursseln ans 
In Pf und fdgiidi flberiianpk, wenn d nicht in ;i— 1 aufgeht, keine dten 
Stammwnradn ans 1 an ;»; gomAls (II.). 

Anm. O, Der Sata geht insbesondere aus ($. 56.) hervor. 

§. 59. 
Lehrsata. 
Wenn in der Zahlengleichung 

1. zi=,&p^i 

p eineSkmunzahl, d ein Theiler von p—l und %s einer dm' dien Sfamm^ 
wurzeln ame 1 zu f ist, eo eind 

GMto*t Joimalf: d. und. UVm. Hella. 15 
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L Die Reste zu allen denPotenzen z^, z]^ z^, z^, .... z| von % 
unter einander verschieden, und wenn man die weitem, höheren Po» 
ienzen nimmt f eo kehren dieselben Reste in derselben Ihrdnwsg 
wieder, und bilden also eine Periode^ Das he^st, in Zeichen äusge^ 
drückt: wenn man in der Gleichung 

der Reihe nach 

3. jr = 1,2,3,.... <> und n == 0,1, 2,3,.... (i^ — l) 

setzty so sind die r, welche sich in (2.) ergeben, für ein und dasselbe 
n tmter einander verschieden, für gleiche x und verschiedene n aber 
einander gleich, so dafs 

!!• ist tu (L) z eine Hauptstammwurzel, also ^ = p~], «9 
durehlduß, wenn man in 

6. zj.1 « ®p+r 
der Reihe nach 

6. jf = 1,2,3, .... />—l 
setzt, r ebenfalls alle die Zahlen 1, 2, 3, ^.. . p — 1; nur in anderer Qrd^ 
mmg als z. 

Beispiele. (Ans Taf.I.) Zu L Vür ^e d^z^i^ Stammwurzel i^ 
ist die immerfort wiederkehrende Ptfiode der Reste zn z\ 2;^, i^Vetc. 13, 7 
nnd 1. Fflr die ^=4fe Stammwurzel 50 ist die Periode zn z\ z^i, z^^ z* ata 
50, 60, 11 und 1. FOr die <fc=10te Stammwurzel 3 ist die Periode der 
Reste zn z\ z\ z\ .... z^ etc. 3, 9, 27, 20, 60, 58^ 52, 34, 41 und 1. 
U. 8. w. Immer sind die Reste in Jeder Periode unter rioh verschieden^ 

Zu II. Fttr die Hauptstammwurzel 2 z. B. dnri^nft r alle die 
Zahlen 1, 2, 3, 4, •••• 60, obwohl in verschiedener Ordnung von x. Eben 
so verhdt sich fflr die andern Hauptstammumrzeln 6, 7, 10, 17 eto* 

Beweis A. Die Gleichung (2.) ist so viel als 
7. ar"V = ®;f4-r„a+« 
und, da vermöge (1.) ar"^ = (®/^-f *)" = ®;^+l >s*9 so viel als 

(©/i+l)«* = ®;^+r,a+, oder 

Nun ist anch nach (3.) 

9. «* = ®;>+^«> 
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also folgt ans (8. und 9.) 

®/^+^«a-h» = ®p4-r, oder 

10. r^B^n = ®;^+r^ 
and, da beide r<ip sein aoUen, 

11. r^^+, = r.; 
gemäfs (4.). 

B. Gaben nun z. B. : «** und «*« gleiche Reste r«^ = r»^ , so wftre 

12. «** = ®;>-f^«i '"^^ **' = ®l^+^«ai 
also 

13. «**— Ä*« «= ®^, 
oder, wenn von den beiden Zahlen x^ und x, etwa x^ die gröfsere ist, 

14. Ä*«(«'»-** — 1) = ®p. 
Da a^<!^ ist, so geht z und folglich «'* wiXp nichi auf, also mü&te, 
infolge (14.), «*t"-*«_i mit ^ aufgehen^ mithin 

15, a^*-*» = ®;i+l 
sein. Aber x^ und x, sind nicht gröfser als d^ wiewohl >>0, also ist x^—x^ 
<idi folglich gfibe nach (15.) schon eine niedrigere Potenz als z^ zu p den 
Rest 1. Dies ist der Voraussetzung entgegen, da z eine Stammwurzel sein 
solL Also können die Potenzen einer Stammwurzel z mit Exponenten <Z ^ 
nidit gleieke Reste r za p lassen, und folglich sind die Reste zu allen den 
Potenzen z\ z\ 2^, 9^ *• • • ^ unter einander verschieden. 
Dieses zusammen ist was (I.) behauptet 

C Da nach (I.) für jede Stammwurzel, also auch fOr die HaupU- 
stammwurzeln, alle Reste r in (5.) unter sich verschieden sind, wenn man 
xs=l, 2, 3, •••• p—t setzt, die Anzahl der verschiedenen Reste aber so 
gfofs ist, als die derWerthe von x, folglich = p — l^ und dabei aller <ip 
sind, so sind die Werthe von r in (5.) nothwendig alle die Zahlen 1, 2, 
3, •••• p—i selbst. Und zwar sind sie es nothwendig in anderer Ordnung 
als x; denn wenn z. ß. fOr ein bestimmtes x, z' = ®p'{'r ist, so ist nicht für 
ar-f-l^ af*"*'*=®^-f "f *9 sondern «*+* oder z''.z=^{®p'\-r)z=®p-\'rz, 
und rz kann nicht =r4-l sein, da alle r fttr die Hüf^yfetammwurzeln ^1 
sbkdi bis auf das letzte r zu z'^\ also fOr x=p— 1, welches, als dashödiste 
X, das letzte isL 
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l. Die Reste zu allen den Poieg^en z^, %]^ z^, z^, .... ^wm s 
unier einander vereckieden, und wenn man die weitem, höheren Po^ 
tenzen nimmt f eo kehren dieselben Reste in derselben fPrdnung 
wieder, und bilden also eine Periode. Das he^st, in Zeichen äusge^ 
drückt: wenn man m der Gleichung 

3. z^+« = ®p+r^^. 
der Reihe nach 

3. jr = 1,2,3,. ...c? und n = 0,1, 2,3,.... (i^ — t) 

sOzt, so sind He r, weiche sich in (2.) ergeben, für ein und dasselbe 
n unter einander verschieden, für ifleiche » und verschiedene n aber 
einander gMch, so dafs 

II» ist in CIO s ^^ Hauptstammwurzel, also (^ = p--], «9 
durehlduß, wenn man in 

6. zj.1 « ®p+r 
der Reihe nach 

6. jf = 1,2,3, .... />—l 
setzt, r ebenfaUs alle die Zahlen 1,2,3, «^t.. p — 1; nur in anderer Qrd^ 
nung als z. 

Beispiele. (Ans Taf.L) Zu L FOr die <f =:3to iS^/a8imi9tfr«e/13 
ist die immerfort wiederkehrende Periode der Reste zu tr^ fi;^, i(^ etc. 13, 7 
und 1. Fflr die (^=4(e Stammwurzel 50 ist die Periode zu z\ z\ z^^ z* alCL 
50, 60, 11 und 1. FOr die i^tOle Stammwurzel 3 ist die Periode der 
Reste zu z'^ «^, z\ .... z^ etc. 3, 9, 27, 20, 60, 58^ 52, 34, 41 und 1. 
U. 6. w. Immer sind die Reste in Jeder Periode UfUer sioh ve rsch i eden . 

Zu IL Fflr die Hauptstammwurzel 2 z. B. dnri^uft r alle die 
Zahlen 1, 2, 3, 4, •••• 60, obwoU in yersohiedener Ordnung von x. Eben 
so Terhsit sich f&r die andern Hauptstammwurzeln 6, 7, 10, 17 eto. 

Beweis A. Die Gleidiung (2.) ist so viel als 
7. sfT^z' = ®;f+r„a+« 
und, da vermöge (1-) ar"^ = (®/^-f 1)"== ©/f+l ist, so viel als 

{®P+i)z' = ®;i+r,a+, oder 

a z' ^ ®;^+na+,- 

Nun ist attch nach (3.) 

9. «* = ®;>+r.^ 
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Beweil A, Man selse 

4. d = fiX xmi » SS yi, 
wo X den grüfaten GemeiniMI«r ron x und & besei^eL fißmmt man mm 

in (1.) die j- =s/ite Polens, so erglebt sieh 

5. a^ = 



odw, 


gemflfs (4), 




M 










6. 


J"' 


= «*^ = 


®i 


oder, 


da nadi (t) 














7. 


«'* = 


(Ä^+ir 





» 9 



'-fl 

Ist, 

®p^t = ®;^+rj; oder 

8. rC= ®/^+l = rj 
Also lä&t die /eir= j-te Potenz von r« za /f den Rest 1. 

B. Aber keine niedrigere als die ^= ^te Potenz von r, kann den 

Rest. 1 lassen; denn wAre es so, so mOfste in (8.) X ein anderer Theiler l^ 
von. d sein^ der gröfeer ist als der gröfsU GemeintAeiler X Ton i nnd x. 

Ein l^AetA^ von ^ mflftte X^ fmm^ sein, weil sonst y- keine yonar^ Zahl 

wAre. Es wftre aber fflr einen solchen Theiler X^ in (4.) v keine ganze 
Zahl, da yorausgesetzt ist, dafs X der grö/ite Gemeintheiler von 9 nnd x sein 
soll. Nnn könnte zwar rd in (7.), auch wenn i^ ein Bruch ist, immer noch 
dne ganze Zahl sein, aber diese Zahl wäre dann kein ganzzahliges Viel-' 
fache von <>, sondern etwa =iiJ-f p? wo (>>>0 und <C<J ist Solche Po- 
tenzen von z in (7.) lassen aber zu p nicht den Rest 1, sondern nadi 
($. 59. I.) lauter unter einander von 1 verschiedene Reste. Also kann X 
nicht grOfser sein als der gröfsie GetaeintAeiler von ^ nnd ar, nnd folg^eh 

lAlirt in C^O keine kleinere als die y = /ite Potenz von r. den Rest 1 m p, 
mtdiin ist r^ in (8.) eine y te Stammwurzel aus 1 zu /i, und Jedes r, wel« 

ches die Gleichung (1.) fdr die verschiedenen Werthe von x giebt, deren 
gröfUir Gemeintheiler mit d gleich X ist, ist eine solche. 

C. Es kann aber auch kdn anderes r als diejenigen, weldie die 

Gleidinng (1.) giebt, eine yte Stammwurzel aus 1 zu ;» sein. Denn die 
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Gleichung (1.) giebt alte r., fOr welche ^ und x die Zahl X mm gröfsten 
Gemeintheiler hat Andere r mfillrtra also Werthen rvon x entsprechen, die 
mit ^ andere grorste Gemeiiitheiler X| httten, nnd diese sind dann nach (B.) 

nicht mehr yte, sondern j-te, also Bindere Stanunwaraetai ans i vi p. Also 

sind die r in (1.) ^''^ -j^^ Stammwurzehi aus 1 zu p, und es giebt keine 
anderen eiter. 

Dieses zusammm ist was (I.) behauptet. 

D. Haben d und x in (1.) keinen Theiler it>> 1 gemeiii, so ist ihr 
gröfster Gemeintheiler Xsl, und folglich in (4.) fi^=^d^ also dann in (8.) 

9. rf = ©/i+l. 
Folglich sind dann die r. in (1.) alle die ^ten Slamtltwurzeln e aus 1 zu ;i 
selbst; gemafs (II.)- 

§. 61. 

Lehrsatz. 

L Von den verschiedenen dten Stamtnwurzetn aus 1 zu 
der Sfammzahl p gehen die ite, Qte, 3te, Ate, .... Ste Potenten gleich-^ 
mäfsig, obwohl in verschiedener Ordnung, immer dieselben Reste zu p, 
unter welchen dann nach (§. 60. II.) auch die Werthe von z sril^t sindf 
so da/i also für jede der verschiedenen Stammwurzeln i^ in der 
Gleichung 

1. z^ = ®p+l, 
wo d ein Theiler von p — 1 ist, wenn man in 

2. z' = ®p4-r, 
der Reihe nach 

3. 6 = 1, 2, 3, 4, d 

setzt, r, immer dieselben Zahlen durchlauft, unter denen sich auch die 
Werthe von z selbst befinden, Jedoch für Jeden andern Werth von z m 
verschiedener Ordnung. 

II. Die Ordnung der Aufeinanderfolge der Reste für irgend mne 
dte Stammwurzel Zj wird durch die Äufmnanderfolge der Reste für 
eine andere die Stammwurzel z^ dadurch bestimmt, dafs, wenn z. B. 

4. Zj = ®p + Za 

ist und wum setzt 

6. ^-«©p+r., 
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9. 



1} 



«II p gleich* Rute lassen. 



6. tx 

7. ^. 
«U^ aleämm m (5. und 7.) 

8. r, = r«. 
M/, däe keifitf it^ sf tnuf s^ «tf p gleiche Reste r, und r«, lassen, so 
dafs fblgUeh für Je xwei Werthe c, tmi Sj tNm z^, imIcA« «If« Gletehtmg 
(4.) «r/«)//«M, 

1 V* «^ «^ «^ v^« 

IwnrfaJ, ä|, «5, »}, .••• zf 

» 

BeispieL C^asTaf.1.) Za I. Dieses lote Stanimwiirzelnfar|»t= 61 
fiiul nach der Tafel 3, 27, 41, 52, nnd.die Ite, 2te, 3te, 4to, .... 10(=s(r)te 
Potenzen dieser verscMedenat Stampwnrzdn gebra n ;» gleiehmifsig diesdben 
Reste 3, 9, 27, 20, 60, S8, 52, 34, 41 nnd 1, onter weldien sich auch die 
Stammwarzdn 3, 27, 41 nnd 52 selbst befinden; obwohl in verschiedener 
Ordnung. 

Zu IL Fflr die lOte Stammwurzel Xi = 3 giebt zl zu p den Rest 
27, welches ebenfalls eine der lOten Stammworzel «, = 27 ist; also ist für 
diesen Fall in (4.) x—d. Nun giebt 

( zi den Rest 27 za p, 

4 den Rest 58 

i? ....... den Rest 41 

»1* oder «»•»"+» oder «' den Rest 9 
«1* oder «»•«'+» oder «• - - 60 
*!• oder «»•«'+» oder «" 
j^' oder «»•«'+» oder «» 
«T oder «'•"»+♦ oder «• 
ti' oder «'•'»+' oder «' 
i «J" oder «'•"+«' oder «» - - i - -j 
und diesettm Reste zu p geben 4, ^, ^, ^, ^, ^9 ^t «S, ^ und 2^; 
gemäfs (9.)- 

Beweis A. Fflr Jedes c in (2.), wdcfaes mit ^ keinen Th^or >1 
gemein hat, ist nach ($. 60 II.) r« eine d\e Stammumrzel aus 1 zu /». Alle 
diejenigen *■ also, welche zu ^ theilerfremd sind, erfoUen die 6leichang(4.). 
B. Nimmt man nun von (4.) die Potenz «, so ergiebt sich 
11. «I« = (^pi-^ 



10. 



34 

3 

20 

52 

1 
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oder, nadi (6.) ansgedrackt, 

t5^+»i c= (^p-^-^ oder 

12. «;^;tr' = ©/> + «!, 
oder, da aus (1.) 

13. z:^ = {&P + IT = &P^i 
ist, 

(®;^-f 1)^' = ®;^+«; oder 

14. «; = ®/i+«I'. 

C Ltfat man nim in (6.) e der Reihe nach alle die Zahlen 1, 2, 3, 
4, .... d durchlaufen, so durchlauft nach ($. 34. I.), da x und d nach der 
Voraussetzung zu einander theUerfremd sind, Xi in (6.) ebenfalls alle diese Zak^ 
len, obwohl in yerschiedener Ordnung. Setzt man abo in (14.) nach (5« und 6.) 

15. j^ = &p+r, und 

16. «!'= i3p^r,^ 

und lä&t in (15.) e alle die Zahlen 1, 3, 3, 4, d durchlaufen, so durch- 
lauft x^ nach (6.) ebenfalls iMe diese Zahlen, und folglich durchlauft auch, 
vermöge (14.)) r,^ in (16.) aUe dieselben ZiAlen wie r, in (15.), indem 
nach (14.) t^ und t^ nur um Ylelfoche von p verschieden sind und sie also 
lUeseUen Reste r, und r,, zu p geben müssen. Folglich durchlauft r« in (2.), 
wenn man der Reihe nach «= 1, 2, 3, 4, ... .^ setzt, ftlr Jedes z^ oder x^, 
weldies dne iHe Siammumnel aus 1 zu ;i ist, immer dieselben Zahlen. 
Dieses ist was (L) behauptet. 

D. Setzt man (16. und 16.) in (14.), so ergiebt sich 

©/f+r, = i^p^&p^r,^ oder 

17. r, = ®;>+r.. 
und, da r, und r«^ beide <Cp sind, 

18. r. = r., ; 
gemäfs (II. 8.). 

E. Anm. Die gegenwärtigen Sitze gehen aus (§.34. und 40.) hervor. 

$. 62. 
Lehrsatz. 
Wenn in der XaUengMehung 

1. x^=:@p-fr 

p eme Stammmakl, d ein Tkeiler von ^—i ist, und % ist in 

2. z^ = @p-|-l 

irgend eine dte Stammwurzel ams 1 zu p, und man sHzt 
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4. r X =. @p-f y vni 

5. y* « e^P+P, 
«o uf Im (1. ttfuf 5.) 

' 6. r = e 

/f^ Jsde it0 Siammumnel i ou« 1 «» p tuuf für j tat n Wertk vom 
*>0 fmi<<J-f 1. 

Oicr tu Wortmt Die du Potenz einer UUeUgen Zahl z gieit, 
wen» d «im Theiler von p — 1 w/, zu p demselben Be$t r, wie Jie 
itm Potenmen von zs, xx% x%\ zs\ .... za' fitr jode die Stamm- 
würzet % mu 1 «tr p. Auch giebt die die Potenz keiner amder m Zahlen 
dem Beet r. 

Beispiel (Aas Taf.I.) Es sei 

7. j7 = IQ, (> = b, 

Zq 4^=G ist 

8. « = 14 

eine StammwnneL FOr «ttese ist in (3.), wenn man * der Rahe naeli s=b 1, 

% 3, 4, 5 and 6 setit, 

9. Ti = 14, 13, 60, 47, 48 and 1 , 

and in (4.) ist 14. 12 «ss 168 » 2.|» -|- 46 , 13.12 = 166 » 2;;»+ 34, 
60.12«72()=8./»-f-49, 47. 12*= 564=*= 9.^+ 15, 48.12«576=9.;»+27 
und i.t2s=0.;i-fl2, «ko . 

10. y^ 46, 34, 49, 15, 27 and 13. 

Endlich ist fttr (5.)« wie es sich aas der Tafel entnehmen Ififst, wenn man 
46, 34, 49, 15, 27 and 12 in imt ohereten horizontalen Rdhe ao&aoht and die 
sagehörigen Zahlen in der secketen horizontalen Zeile nimmt, 
11. 46»«=®/»+34, 34»a=0/»4-34, 49» = ©/»+34, 15«=©>» + 34, 
27«=@;»-}-34 and 12» — ©/»-f **• 
Also sind fOr (5.) alle ^s=34 and =r. 

Beweis. A. In (1.) ar mit i^ moltipUcirt, gieht (««"/ = «V^ 
Aher «'«='©;»+ 1 (2.), also :t!'' = i&p-{-ty^&p-\-l and folgfich 

12. (wxfj^^i&p-{-l)x'==(&p-\-x'=^&piQ!»p-\-riiO = ®pi'rf 
also gieht es, mulfiplioirt va\ jeder Potenz «* von x, die <^ Potenz dereel' 
ben Reste r, wie die d\e Potenz von x selbst. 

B. Zn jedem T/taler d von p — 1 gehören sn demselben r mmr d 
yersofaiedene Werthe von x (f. 54. 1.). Die Multiplicatiott von x mit s*, «*, 

GNlle't JmnMl t 4. IL B4. XXVHI. HWkt. 16 
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1^) •••• 1^ giebt^ Zahlen 9 die, rar Potent^ erhoKen, itmMftoi Rest r bmeii) 
und alle diese Zahlen sind vmrseAiedem: denn ra z\ «% ^^ . • • • t^ sind in (3.)% 
da « die Jte Stammwurzel ans 1 ra p sein soll, alle die Reste Ti versekk^ 
den, also anch alle die y in (4.)) nnd alle die q in (5.); mitUn giebt die 
MnltiplicaUon von x mit t^S z^^ ^^ .... ^ alle die (^ Zahlen, ron welchen 
die Potent d va p denseliem Rest r IftlM; und es glebt keinen andern. 
Dies zusammen ist, was der Lehrsatz in Warten behauptet 
C. Dafs das, was der Lehrsatz' in Zekken ausspricht, das Nemliche 
ist, OTgiebt sieh wie folgt. Es ist 

Aber 

14. x^ = ®;^+r, 

und da (xt^)^ und x^y wie sich fand, m p jflekke Reste lassen, so ist 

16. r = p; 

gemäfs (6.). 

Anm. D. Der Satz beruht insbesondere auf ($• 54,}. 

$. 63. 
Lehrsatz. 

L Die Anzahl der Sta mmwur zeln zj aue 1 zu mner Stummzäklj^^ 
für Jeden heUMgen Exponenten d^ der nach ($. 58.) m p— l aufgehm 
mufs, aleo auch für den Exponenten p — 1 eelbet, ist der Anzahl dar 
Zahlen Z>0 und <id gleich, die mit d keinen Theiler >>1 ge^ 
mein haben. 

IL Z/u jedem andern m p — t at^ehenden Exponenten gekdrei^ 
andere Stammumrzeln aus 1 eti p. 

in. Die Stammwurzeln z^ aus i zu fy mit allen den verschiede^ 
nen Theilern i von p — l, also auch mit p — I selbst zu Exponenten, 
sind zusammen alle die Zahlen 1, 3, 3, 4, .... p — 1. 

rv. Wenn man eine der Hauptstammwurzeln m^i kennt, so 
geben die Beste ihrer verschiedenen Potenzen zu p, von dir Iten oi^ 
bis zur p — Uen, nicht allein die übrigen Hauptstammwurzeln, son^ 
dem auch die sämmtlichen Stamm wurzeln für Me m p— 1 auf^ 
gehende Exponenten, Die Hauptstammwurzeln i^i aus \ zu p 
sind, wenn Zp^i eine dereelben ist, in 

i. z;L.i = @P+r. 
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ditfeiugfen r,v der«n Zeiger x mit p — 1 keinen Tkeiler >»1 gemein 
ha^en. Die SttmmMfwmein Zf i^egen tme I «ti p, für ei$ten beliebi- 
gen in p— 1 aufgehenden Exponenten i, einä He r,, deren Zei- 
ger X mit p— 1 zum gr 6 feien Gemeentkmter ^^ keilbenj so dafi nuM 

aleo vermitteis einer der Hauptstammwurzeln alle Stamm- und 
Rauptstammwurzeln unmittelbar unter den P^emzenresten jener ei- 
nen BaüptstemmMourzel findet. 

Beispiele. (Aue T«f. I.) Wail der Lehraats beliaaptetf wird sidi 
sosammengenominen in dem Beispiel ;»=s6l in folgender Überriebt zeigen. 

/Es aaA iAe HaiupUtammwurzeln 

Vi= 2, 6, 7,10,17, 18,26,30,3l,35,43,44,51,54,55und 59, 
z. B. für s^.i = 2 in (1.) die Reste r, für 

x=: 1, 7,49,23,47,13,4l,'29,59,ll,43,17,53,19,37ttid31i 

2. ^ für ar^, = 6 in (1.) die Reste r, für 
3f = 43, I, 7,29,41,19,23,47,17,53,49,11,59,37,31 «nd 13; 

ÜBr «p.i«=7 in(l.) die Reste r, fttr 

x=te:49^43, 1,47,23,37,29,41,11,59, 7,53, 17,31, 13 nnd 19. 

[Es sind die <^ = 30ten Stammwnrzeln «„= 4, 5,19,36,39,45,46,49, 
Iz. B. fttr «^j = 2 in (1.) die Reste r. fBr x = 2,22,86, 14^46,34,^,38; 

3. ( fflrip.i = 6 - r. - x =26,46,38, 2,58,22,34,14; 

fttr«p_, = 7- - - - r. - x = 38,58, 14,26,34,46,22, 2. 

fEs sind die <^=20ten Stammwarseln »««= 8,23,24^28,33,37,38,53, 
\z. B. für «p^ s= 2 in Cl.) <«• R«»»« r, fte x= 3,57, 9,51,21,39,27,33; 

4. ^ für«p_i = 6 - r. - x= 9,51,27,33, 3,57,21,39; 

fOr«p_, = 7- - - - r, - «=27,33,21,39, 9,51, 3,57. 

^Es sind die ire=l5ten Stammwarzeb «„=12,15,16,23,25,42,56,57, 

\%. B. fOriP^. ^ 2 in (1.) die Rette r, filr x = 8,28, 4^ 16,44,56,52,32; 

6. ) für«p«i = 6- - - - r. - x =44, 4^52,28,32, 8,16,56; 

fl»r«^. = 7- - - - r. - x=32,52,16, 4^56,44^28, 8. 

16» 
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Es sioA die ^b» IQtoi .Stammwonebi «» «s 2l, 29, 33, 40, 
, s. B. filr 9^=2 laOO diaRefte r, ÜBr jr «» 5S, 35, 5, 25; 

|lBr«^»6 - r, - « a= 25, 5, 35, 55; 

flkr«p^ = 7 - r, - « = 55,35, 5,25. 

Es sind die ^= lOten Stammwnnelii »„ s= 3, 27, 41, 52, 
s. B. fBr «p_i = 2 in (I.) die Reste r, filr x = 6, 18, 54, 42; 

7. i ftaz^ = 6 - r, - jf = 18, 54> 42, 6; 

fllr«p-i«7 - - - - I». - »«=54^42, 6, 1& 

Es tSni die ^ &= 6teii Stamiawind« «« «» 14> 48, 
S.B. fDr «p_i = 2 Inet) die Reste r« fiDr «r »= 50, 10; 

8. ^ flir «,_i = 6 - r« - « Bt 50, 10; 

flkr«^i = 7 - - - - r^ • X SS 50, la 

Es sind die ^ j^ 5teii Stammwiunebi «, s^ 9, 20^ 34^ 58, 
cB. für Sp_i = 2 in(l.} dieReslA fV f&r ir t=^ 12, H ^ 36*, 

9. l fiBr«^,«=6 - - - - r^ ^ »«»36,12,24,48; 
ftr «p_i = 7 - - - - r. - « = 48. 36, 12, 24 

Es sind die ^ = 4ten Stammwanein ««es ll, 50, 

C.B. filr 9^t~'i in (1.) die Reste r, fDr x = 15, 45; 

10. ^ für «p_i«=6 - - -^ - r. - X as 45, 15; 

für «•-1=7 - r. - X = 15, 45. 



Es sind die ^ = 3ten Stammwanein », s= 13, 47; 
S.B. fOr «,^1 = 2 in (1.) die Reste r. f&r x = 40, 20; 

11. { ftr «p_i=6 - - - - r. - X = 40, 20; 
ftr Vi=fe7 - - - - r« - X « 40, 2a 

/ Es ist die ^ ^ 2te Stanrnnranel «, = 60, 

I «. B. ftr «,^»2 in (1.) der Rest r« ftr « «s 30; 

12. { ftr«^»=6 - - - - r. - xbb30; 
ftr «p_4«s=7 • • r - Tä -• X «as 3ä 
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I Et ist dit ^ SB lie gtammwontf «r^ s= 1 
'^* { fttr alle z,^ in (1.) der Rest r. fto x » 6a 
Hier sind nun, wie man sieht, 

o. In (2.) die Wertlie yon x flbr die versdiiedenen UaMpüUmmf 
wtmeln '«rp_t üegMen; -wie es sdn nnifii; da/Mls Hanptstanunwnrsd das 
Nemfiehe giebt. 

b. In (3.)) fflr die Haoptstanunworseln z^i=Ztoi sind dieWerÜie l, 
7jtU 13, 17, f 9, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47^ 49, 53 nnd 59 ton » alle die Zahlen, 
welche mit |> — 1 <=60 kdnen Th^er ;j> 1 gemein haben. 

In (^Ot ^ ^0 Stammwnrsdn zs=z», sind dieWer&e 2, 14, 22, 26, 

34, 38, 46 nnd 58-Yon x alle die Zahlen, welche mit ;» — 1 «= 60, ^ = ^= 2 
um größUm GemmnthmUr haben» 

In (40, fflr die Stammwimelii z^^z^^ flind die Werthe 3, 9, 21, 27, 33, 

39, 51 und 57 von x aUe dieZaUen, welche mit p-^i =60, £^ = ^=3 
aiim ^ö/iUn Gemeintheiler haben. 

Und 8ö welter in (5. 6. 7 13.) fiBr J= 15, 13, 10,6,5,4^3, 2 

nnd 1 ; wie es gemfifs (IV.) sein soH 

e. Die Anzahl der verschiedenen Stammworzeln ist Jedesmal der An- 
nhl der Zahlen gleich, welche mit d keinen Thefler > 1 gemein haben; 
gemars (!.)• Nemlich: 
Zu ^=:p—i=60 giebt es gemift (2.) 16 Stammwnraefai, 
nnd die 16 Zahlen 1, 7, 1 1, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53 
nnd 59 haben mit <f = 60 keinen Theiler > 1 gemein. 
211^'::= 80 giebt es gemäfs (3.) 8 Stammworseln, 
nnd die 8 Zahlen 1, 7, LI, 13, 17, 19, 23 nnd 29 haben mit <r = 30 kei- 
nen TheQer > t gemein. 
Fflr ^ss20 giebt es gemfllii (3.) 8 Stammwurteln, 
nnd die 8 Zahlen 1. 3, 7, 9, 11, 13, 17 nnd 19 haben mit <y = 20 keinen 
Thrfler > 1 gemein. 
Und so wdter. 

d. Za jedem. Exponenten ^gehören, wie (2. 3 18.) zeigen, 

andere Stammwnrseln Zs\ gemftfli (IL). 

e. AUe Stammwnraeln in (2. 3 13.) sind sosammen alle die 

Zahlen 1, 2, 3, 4, ... . 60; gemflft (in.). 
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B eweis. A. Der Beweis von (VfO l^«gt anmfttelbar fn ($. 60. 1. and IL) 
und lit daselbst ansgesproohen. 

B. Nach ($. 60. I.) sind in 

14. «-, «= ©/»+r, 
diejenifen r., fOr welche der fitt/Ht Gemmntkmhr von x und ^, k ist, 

«//« die y ■=: ^iten Stammwurieln ans i su p. 

«. Setit man 

16. X SS 1, 3, 3, 4, .... ^, 
10 haben von diesen d Zahlen 

16. die x'^^« ^*^^ ^> ^^* ^^* ^^' *"* T'^' 

und kthu wtdtm, mit (^ den Theiler X gemein. Nor diese -j- «= «'i Zaldea 

unter denen (15.) kommen für die Wwthe von x, wddie in (14.) durdi die 

r die Y «sollen Stammwursdn geben, in Betradit; denn aDe diese x «o/le» 

mit ;i mwfyttimt. Aber umUr dM ^, Zahlen (16.) b^den sich auch «iCs x, 
auf welche es ankommt 

*. Es sollen aber von den ^4 Zahlen (16.), tmlM* wtItAem sich üe 
gesuchten « heSnden, nur ä i ^ ^tm^fm fmommm werdoi, welche mit 

17. i = *,Jl (16.) 
AftN«*i f r i fi m n fVMIsr «b i gemein haben. Diese sind die fume A ttm x. 
DrtMkt man die ^, Zahlen (16.) allgemein durch 

la « » rJl 

aus« >Kt> nun res 1,2,3,4,.... ^.^^y^ iai, ae sind jeae ße tmdU em x. 

welche mit & kmmm §rt^s«rm TheÖer ak x gemein hahca, oleahar diejen- 
g««« und nur dti^jemgen f, Ar welche r in (tS.) mit <^i in (17.) ktimem 
T% m it r > I gemein hat: dem so wie r nocb iigmd einen Theiler u > l 
v«n <^ aiil <}| gem««u hat, eo ist der ^HyMi» Cemeinrtwiltt von < und ^ nebt 

«. Es MK abo, dafe die JmmmU deijcmigcBi x, 4crai frisier «W 
miiHÜwÜir mü ^, i ist, ä i * » «H* sein mufe. wie die AuaU ierZsUea^ wdche 

«A ^,«c ^ Ammn nmlsr > t g«win hahea, edkr wtkhe n a. 
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d. Diese x nun geben alle die d^ = y*ten Stammwurzeln: also ist 

die Anzahl dieser ^ten Stammwurzeln der Anzalü der zu (T| = y thmler'^ 
fremden Zaiilen gleich. Folglicli ist allgemein, d statt d^ gesetzt, die An- 
zahl der Stammwurzeln aus 1 zu /? fBr einen beliebigen Exponenten 9^ welcher 
in 1^ — 1 aufgeht p der Anzahl der Zahlen >>0 und <^d gleich, die mit 9 
keinen Theiler >\ gemein haben; gemflfs (L). 

C. Gehorte eine und dieselbe Stammwurzel z zu zwei verschiedenen 
in p — 1 aufgehenden Exponenten <Ti und d^^ so mflfste 

19. s^. = (3/y-f 1 und zugleich 

20. z^t = @;f-f i 

sein. Dies ist nicht der Fall; denn wenn z.B. von den beidm Exponenten 
^1 und ^2 der letztere der gröfsere ist, so giebt nicht z^i den Rest 1 zu ;i> 
sondern einen Rest >>1, indem aUe Potenzen 9^ «r% s^^ .... z^^^ und also 
auch z^t andere Reste als 1 geben und zuerst die Potenz s^t den Rest 1 
giebt So will es die Bedingung, dafs z eine (Täte Stammwurzel sei. Also 
gehören zu jedem ia p—\ aufgehenden Exponenten d onditfr^ Stammwurzehi 
aus 1 zu pi gemäfs (II.). 

D. Jede der Zahlen 1, 3, 3,4, . • . . /f — 1 giebt, zu irgend einer Po- 
tenz erhoben, deren Exponent <? entweder p—\ selbst, oder ein Tkeiler von 
p—l ist, nachdem z\ z\ z^^ .... «^"' andere Reste gegeben haben, zu ^ 
den Rest 1 (§. 58.). Jede der Zahlen 1, V, 3, . .. . /?— 1 ist also nothwendig 
irgend eine Stammwurzel. Vfve Potenzen erreichen immer, entweder schon 
mit irgend einem Theiler <T von p — 1, oder mit p — l selbst zum Exponen- 
ten, Jedenfalls den Rest f. Aber zu jedem Exponenten 9 gehören andere 
Stammwurzeh (11.): also kotnint jede der Zahlen als Stammwurzel nur einmal 
tot; alle aber kointten als solche vor. Also sind die verschiedenen mög» 
liehen Stammwurzeln alle die Zahlen 1, 3, 3, 4, .... /f— 1 ; gemftfs (IIL)« 

Anm. E. Die gegenwärtigen SAtze gehen aus (§. 58. und 60.) hervor, 
mit HlÜfe der Erwfigungen in (0.). 

§. 64. 
Lehrsatz. 

L Wenn p eine Stammzahl ist, d und fA beliebige Zahlen sind, 

und man setzt in 

i. z9 ^ ©p-j-r und 

2. zf^ = &P+9 
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der Bak0 na€k 

jo Muf olb Se Wertke vom q in (3.) ral^ im Wertkem vorn t im (1.) 

IL We$m X|, 1,, il,, •••• i& m p— 1 aufgeAemääm Slmmm-- 
zahlen nmd, und dl^^ dl^y dl^^ .... gekem ei$nfaUs Modk in p— 1 mr^ 
al^o auch 9^ so erhalt man, wenn man von den Werthen, waUha r in 
(1.) für s=:l,3,3,4, ••«• p — 1 bekommt^ £e Wertha aueechliefet, 
welche in 

4. x^'^.^ejp+c^M x^^^tssOp^-^, i*a, = @p4.(i,, .... 
iße üef/^ (i|, (»2 9 (I3, ••••, ebenfaUe für x= l,?, 3, 4, •••• p— 1 anneh^ 
men und welche nach (I.) tfnfer den Werthen von r m (!•) nMegrigkn 
sind, die ^^^^ten Stammwurzeln aus t zu f. 

m. Für d = 1 erhalt man aleo die Haupt stammwurzeln, 
wenn man von den Zahlen 1, 2, 3, 4, .... p — 1 selbst die Reste zu den^ 
jenigen ihrer Potenzen ausschliefst, deren Exponenten Jl., Jl^^ h- ••-• 
£e in p— 1 aufgehenden Stammzahlen sind. 

IV. Auch erhalt man die ^^^ten Stammwurzeln aus i zup^ 
wenn man von den Werthen von r in (1.) di^enigen ausschliefst^ ßr 
welche, wenn x die sOmmtlichen TheiUr von ^-f- ^^^^^^9 ^ 

5. r-rrrep+R. 

Rs=l ist. 

Anm. ^ill man die ^-^ten Stammwurseln nach (ü.) berechnen, 
fo mulSi man zunfichat alle r in (1.) anchen. Sie ergeben aicfa acbon^ wann 
man s = 1, 2,3,4, •••• i(p — i) setzt; denn fOr die ührigen ßg aind nadi 
($. M. V.) die r entweder dieselben, m p-^-z. oder sie ergeben aieh ana 
jenen, wenn man aie von p abzieht In (4.) ßind dann ebenfalla dai z alle 
die Werthe 1,2,3,4,*... i(f — 1) beiznlegen, aber mir Ar die Exponen- 
ten ^^1, ^ij, «Ja,, ..*• 

Will man dagegen die ^^len Slammwnrzehi nach (lY*) berech- 



nen, 80 aind, nachdem, wie vorhin, die r in(10 geftmden worden sfaid, den 
r in (5.) nur alle die gefundenen Werthe von r beizolegen nöthig: aber 
fttr aile die verschiedenen Exponenten x, welche in ^^ aufgehen. 
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'Für <r= 6. 

- A*<> = 12, 

- /*<J a= H, 

.> ßli a=s 36. 

- )tt* = 48, 
~ fiS =2 54, 



Beispiele. (Aal Taf. I.) Z« L In (1. and 2.) bt, der Tafd ge- 
mAfft, s. B. 

r ^ 1 3 9 20 37 S4 41 52 58 60, 

^ S3S X •«• ll .<\/ ••• «Wr »•• ••• Do •••9 

p = 1 3 9 20 27 34 41 52 58 60,' 

^ ■ ■- I ft « » •/ <^vl • • • ^fr • • • • • • Do • • • 9 

p = 1 , ... 60, 

Y ' ' *■ 1 • • • V * vi • • • Ott • • • • • • 0\J • • • ) 

(»= 1 3 9 20 27 34 41 52 58 60, 

U ■ 1 • • • «f *^vf • • • ^*w « • • • • • Do • • • 9 

(> = 1 3 9 20 27 34 4t 52 58 60. 
Immer silid dte (» in (3;), wie man sieht, unter den r wAtbegrifkn. 

hX d m p--\ theiterfiremdf so sind nach ($. 55. ü.) die r in (1.) 
jrile die Zahlen 1, 9, 3,4, .... /^«—l; dso sihd auch dann in (2.) die q unter 
den r in (1.) tmtbegriffeni gemftfs (I.)« 

Zu II. Die in p—\=z^ aufgehenden StauvmzahUn l^^ i,, A,, .... 
sind<2| i and 5. ^=4 ist einer der Thefler yoU'p-^\^ und Ton den Ex- 
ponentoi i>A|t=s:8, (^Ulaeal} und 4^X3 = 20, für (4.), gehen 9X^=^X2 und 
^j|^s=20 in f — 1 auf. Nun ist in (1. und. 4.) nadi der Tafel: 

IFür <r •= 4, r = l 9 12 13 15 16 20 22 25 34 42 47 56 57 58, 
- (^^,= 12, ^2=1 9 20 34 58, 
- (yjl, = 20, ff,^\ 18 47 

Schliefst man die ^2 und (I3 yon den r aus, so bleiben 12, 15, 16, 22, 25, 
42, 56 und 57 übrig, und diese Zahlen sind, wie die Tafel seigt, die 
^^^s=^s= i5ten StamwMwrzeln aus 1 zu p; gemäfs (IL). 

Zu IIL Für die Stammzahlen A'( = 2« il2=:3 und il3 = 5, welche 
in ;i— I =60 aufgehen, und fOr ^=1, ist in (4.), der Tafel zufolge: 

IFiri|o3« ^.«B 1345 ..9. ..12 13 14 15 16 1920 ..22 2527 3436 39 ...41 424546474849 ...52 ...56579660, 
F&ri,B8> ^4sl3..%.e9li,.. .« ^.20... ...2304 ...2728 33 34 ...8738... ...41... ...505253. 
^fjuriL ss3| o, ■■ it....» .. •. ll ••• 19 14 m« .•* ••• ••. *1 «M ... ... 9— •.. ... ««^3^ ••• ••« ••. ... ... •.. 4Uu. ••• «M m«474P-*m9Mm. ... 

Schliefst man diese verschiedenen Zahlen (ij, ffiy (»3 von den Zahlen 1, 2,3, 
4, .... 60 aus, so bleiben die Zahlen 2^ 6, 7, 10, 17, 18» 26, 30, 31, 35, 43, 
44, 51, 54, 55 und 59 flbrig, und diese sind die Hauptstammwurzeln aus 1 
n pi gemftfs (III.). 

Zu IV. F0i(y=5 z.B. ist ^ = x = 12. Die TheUer von 12 sind 2, . 

9 '• 

3,4oud6, also istiu(5.) x=7 2',3,4and6. Nun ist für (t.k 5.) naeh der Tafel: 

Gnll.*! JoumI f. 4. IC B4. XXTIU. Htft 2. 17 



58«. 
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Fflr <r=s5, r = 1 11 13 14 21 29 32 40 47 48 SO «0; 

Fflr x = 2, Ä = 1 60 47 13 14 56 48 14 13 47 60 1, 

9. ^ - «==3, Ä = 1 50 I 60 50 27 11 ir 1 60 11 60, 

- X — 4, R= i 1 13 47 10 25 47 13 47 13 1 1, 

- x = 6, Ii=l60 1 160486060 1 160 1. 
Die Werthe 1, 11, 13, 14, 47, 48 und 60 geben fttr ein oder dts andere x 
in (5.) den Rest /l = 1. Sie mOssen also von den Werthen von r in der 
obersten Zeile (9.) ausgescblossen werden. Die flbrig bleibenden r nnd 21,. 
29, 32 und 40, and diese sind, wie die Tafd neigt, die £^=: 12len Stanun- 
warsein aud 1 zo pf gemAfe (IV.)> 

Beweis. Von I. A. Setst man, fOr legend ein bestimmtM n 
10. rf «= i3p-\-k» 
so ist jedenfalls k irgend mu der Zahlen »&= 1, 2, 3,4^....,. j»:rrl* Non 

giebt die dte Potenz von (10.) 

Aber de die ^n Potensoi alUr der Zahlen.l, 2» 3, .... p — t in (1.) nnr 
die Reste r geben, so kann aach die <9le Polem von k nnr niu der r .g»r 
ben, z. B. r,; fdglidi ift 

13. k»^&p^r,, 

mMun in (11.) 

13. rf^ = &p-\-&p+rt «= ®p-{-rt. 
Znfdge (2.) ist aber 

14. r^ « ©p+f, 
also ist ans (13. and 140 ®p-{-ri=:&p-^^ oder 

15. .(» = ®/-[-r, 
and, da ri and ^ beide <Cp ^d, 

16. e = r.; 

mithin ist (f irgend einem r ^eich, nnd SbIgUch sind alte Werdie von ^ in (!<) 
tnitbeffrig^m. 

Beweis Yon II. B, Fflr alie r in Cl.) ist 

17. r * = ©r-f t, 
denn die ^t— to Potenz von (1.) giebt 

' a '*"' t_ 
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und. da luich dem Fermatocuen Lehrsatz (§. 40.^ sf^^s= &p4-i isti tta Jedes z: 

woraas (17.) folgt. 

C. Nun ist es eine Bedingung fflr die ^^y^len SfanunwurzelH z, dafs 

20. z~^z=Qip^t 

sei: also kann jedes r in (17.) eine ^~j-^le Slammwurzei seia. Und zwar 
eignM sieh keine andern Zahlen « als die r in ^-j— ten Stammwuneln; denn 

;>ile Stamm wnrzel «r mufs «r^^s=0p-{-l geben, und giebt sie den Rest 1, 
so ist sie auch nach (17.) ein r; denn alte r geben diesen Rest 

D. Aber nicht alle die r in (17.) sind ^^te Stammwurzeln aus 

I zu ;?, weil schon medrigere Potenzen als die ^y~ten von r den Rest 1 
zu p lassen können; und zwar sind alle diejenigen, und nur diejenigen r, 

welche mit Exponenten, die in ^^ aufyehea, schon den Rest 1 zu ;t lassen, 

« — 1 
mdkf ^-j-te Stammwurzeln. Denn gesetzt es sei 

21. t^ = xa, 

SO dafe X in —g— aufgeht, so ist, wenn schon 

22. r«==eip4-l 

giebt, r nicht eine ^^te, sondern Aronn schon eine xte Stammwurzel sein, 

oder selbst eine Stammwurzel fOr einen noch niedrigem^ in x au^ehenden 
Exponenten. Hingegen kann, wenn z eine xte Stammwnrzel, also 

23. «* = ®p + l 

ist und X nicht in ^^^ aufgeht, also etwa 

24. f^^xai-f 

ist, wo (f <ix^ dieses z keines der r in (17.) sein. Denn da z eine arte 
Stammwurzel sein soll, so geben alle die Potenzen stS s*, e% ..«• c^^,^aIso 

auch z^, nickt den Beet 1 . Aus (23.) und (24.) aber ist 

p-i 
25. z'^ = 5?*^^^ = «"^«< = (@p4-1)^«^ = ©p + fi^, 

17 ♦ 



wäA t^ ist mdd =©^4-1: ako ist mA %^^ ia (25.) mdd r=e;»4-t; 
wie es ftr «ib r in (170 übt' amfr; so dtft also ir Mm 4er r !■ (17.) 
selii kann. 

Abo de n wdche iehoi miX EjqpoBenleB, dBe in ^^ mifyekem, wäi 

nnr mit walekem Exponenten, den Rest 1 sn jr lassen, sind nieki ^-j—*^ 
wnneln, nnd man mnis sie folglich Toa den r, die der Glddnng (17.) 

C Es ist aber nnr nSduf , di^enigen r anamschfi^MB« welche mä 
deai tefiitfai in ^^^ mMf§Amäm F]qponenteB s^n den Rest 1 m j» las- 
sen; dran wran dn mMrig erer fai ^^^ an^Aender Exponent ir schon 

86. r» = ©jr+ I 
giebt, so ist anch ftr ämB siOa r: 

27. f^, j^, •••• bis sn r^= ®^+l- 

F. Die köekMUm in '^P^ anhebenden Exponenten sind ab« 



TXT' W' 'T^ ^'^^ '^^ '^ Qmtietfen Ton ^^ dnrcb seOige sind 

nnd diese Qnotienten l^^ 1,, 1,, .... sind SUmmMmUem, nnd Iblglicb nicht 
weiter tbeilbar. 

G. Diejaiigai r nnn, weiche 

29. i^=@if-fl, r^=©^+l, finr=@^Xl, ... 
geben, sind die p in (4.), die infolge (L), wenn man nemBch in (2.) i^ 
\j ^9 •••• ^tt M seist, nnler denWtfiben Ton r in (1.) mittegrifini sM. 

Denn es giebl (4), wenn man darin fie ^j^-^ ^E~^ TZ^^ ••••t^iPo- 

J^'^^ = «^ = ©f+r'i.. 
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woniv, da nach dem Fermatschon Lehnats^S« ^0 «^'^^ 9/^+1 is^ 

31. ^^(»p^l, p^7= ©^4-1, ^=®p+i, .... 
folgt 

Man darf also nur die Werlhe der q in (4.) von den Werthen der r 

in (1.) au$9ehUef9en^ so erhält man die ^^ten Stammumrzeln ans t m p. 
Dieses ist was (ü.) behauptet 

Beweis Toa IIL H. Was (m.) anssagt, folgt nnmittelbar ans (II.) 
fOr den besondem Fall J=: 1: denn in diesem Fall sind die r in (1.) alle die 
Zahlen 1, 3, 3, 4, .... /i— 1 selbst 

Beweis von IV. /• Wie in (A) bewiesen, sind diejenigen r in 
(1.), von welchen schon Potenzen mit Exponenten x, die in ^— aufyeAenf 
nnd nur mit solchen Exponenten, 

32. r« = &p^l 

geben, nickt ^y-te 6tammwnrzehi% Ifimmt man also von allen den Werthen 

jy 4 

TOB r in (1.) allo di^enigen Potenaen, deren Exponenten x in ^-j— avfyc^ 



hm 9 wo sfaid die r, welche in (5.) R=r,\ geben, von den r in (1.) auszu^ 

n — 1 

schK^senf die übrig bleibenden r sind ^-j-le Stammwurzeln\ genififs(iy.). 

Anm. JE. Die gegenwärtigen Sfttze bemhen anf ($.40. 54.nnd55.)<) 
nnd nichstdem anf den besondem Erwfigongen in dem Beweise. 

§.65. 
Lehrsatz. 

I. Digenigen von den Zahlen 1, 2, 3, 4, ... a z (^z = 2 auegenom^ 
men). welche mit 2 keinen Theiler ;> 1 gmndn haben^ sind immer paar* 
weise vorhanden, und die Summe Jedes solchen Paares ist =z. 

II. Die Summe aller zu z theilerfremden Zahlen (z = 2 ausgcr 
nommen) geht mit s isfti/: 

in. Das Product jeder zwei zu einander theilerfremden 
Theiler einer heßMgen Zahl i kann kleiner, aber nicht grOfser 
smn als z. 

Beispiel Essei)a=180. Die zn dieser Zahl theilerfremden Zahlen sind 

. i 1 7 11 13 17 19 23 2» 31 37 41 43 47 49 53 59 61 67 71 73 77 798389 
(179 173 169 167 163 161 157 131 149 ^43 139 J37 133 131 127 121 119 113 109 107 103 101 97 91. 
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Die Zahlen stehen paarweise unter einander; nnd von jedem Paar ist die 
Summe =^zß gemfirs (!.)• 

Die Smnme aller der Zahlen (1.) ist 4320^ was mit z^= 180 anfgeht; 
gemAfs II. 

Die verschiedenen Tkeiler von z sind folgende: 

2. 1 2 3 4 5 6 9 10 12 15 18 20 30 36 45 60 90. 
Die Producte der zu einander thmlerfrefndm Theiler tfnd 

2. 3« 6, a. 5t= 10, 3. 9=:^ 18, 'iAS^ 30, 2.45 = 90; 
13. 4=12, 3. 5«^ 15> 34 10« 30, 3.20tte 6(); 
3, ^4. 5 = 20, 4. 9= 36, 4.15= 60, 4.45 = 180; 
|5. 6 = 30, 5.12= 60, 5|3$=180; 
9.10 = 90, 9.20=180. 
Keins dieser Producte ist gröfser als «:=18i); gemflfs (III.)- 

Beweis. A. Wenn die Zahl a'^0 <iz zu z theilerfremd ist, so 
ist es nothwendig auch z — a = b: denn ginge eine Zahl >> 1 in 6 und z 
xugleich auf, so ginge sie attch nothwendig in a auf ($. 18.). Abo ist xu 
jeder zu z tboilerfrcmden Zahl a eine andere ^^-^O <;• yorbanden, die 
ebenfalls mit z keinen Theiler > 1 gemein hat. Die zu z theilerfremden 
Zahlen >>0 und <Cz sind also immer paarw^se vorhanden, und die Summe 
Jedes solchen Paares a und b ist a-f A^^^^; gemfifs (I.). 

B. Da die Summe jedes Paaren der lu z theilerfremden Zahlen z 
ausmacht, so ist die Summe aller ein Vielfaekes von z, uud geht alao mit z 
auf; gemAfs (II.). 

C a. Es seien d^ und (T, zwei zu einander tAmlerfremde Theiler 
von z, und es sei, wenn es möglich ist^ ihr Product ^i^7>>«, also etwa 

4. ^1^2 = nZ'\'ri 
wo durch n immer r<Cz gemacht werden kann, weswegen denn r<z9i^2 
vorausgesetzt werden darf. 

b. Da nun z sowohl mit ^i, als mit d^ aufgehen soll, so mufs nach 

($. 18.) in (4.) auch nothwendig r sowohl mit ^|. als mit d^.^ also nach ($. 26.) 

mit Sid^ aufgehen. Aher r ist nothwendig <: ^1^2 (a.)«» also kann r nur 

sein und folglich nur 

5. ^1^2 = nz 

gesetzt werden. 

c. Kann nun n >> 1 sein , so mufs vermöge (5.) n entweder in 9^ 
oder in 9^ aufgehen : oder auch irgend du Theiler n^ von n mub in d| , der 
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andA^e Thtiler n^ 9 weleher n|ii2=»ii giebt^ mofsfii^, anf|gf«hen. Ist ii| = iity 
fo rnufs n salbst in Ji oder ^2 ansehen, denn ^1 nnd S^ haben naoh der 
Torlinwatsiing keinen ^^eilerfii ss=ji^>. i gemein* 

d. Abo znnAchsf fte gMcke Theiler von n rnnfs die Gleichnng (5.) 
so wie sie ist stattfinden. Geht daivi ^ atwa in ^1 anf, so folgt daraus 

6, ^'J^ = z. 

n ^ 

Dieses dnreh 8^ diyidirt giebt 

z S 

hiw ist -j- eine ^niie« Zahl^ -^ aber mcA/^ weil S^ nnd (T, den Theiler n>i 

fdeht gen^ein haben. Also kann für jleieAe Theiler von n, (7.) nur für 
ns^ 1 etattfinden^ und also n nicht '>^l^ mithin in (5.) 818^ nidit >m sein. 

f» Fflr nngieicke Thefler n^ und fi» Yon n wflrde (5.) 
8. J|<>2 2= nifi,» 
geben, nnd, wenn nun tii (t ^1, n, fn ^, aufgehend angenommen wird. 

Dies dordi ^t oder 9^ dividirt giebt 

10. _£i- = * nnd -^ = ^, 

Ä x 8 8 

hier sind 7- und 7- jansr^ Zahlen« — ^ und — ^ aber sind es mcM, weil 

<^t swar mit o,, aber nicht mit dem Theiler n^ von J(, und 81 zwar mit Hi, 
aber nicht mit drai Theiler n^ Ton <f, anfgdit» Die erste Gleidiung (10) findet 
alsa.imr Statt fttr iit= l und die aweite nur für ii2s= 1, mithin (8.) nur fOr 
1I1II2 oder n=\. Also auch in diesem Fall kann in (5.) n nidit gri^llser sein 
als IvVud folglich ^t^, nicht gröfser als z. Also kann flberhaiq»t 8^S^ nicht 
gröfimr als z aein; gemtfa (IIL> 

5. 66. 
Lehrsati. 
Wenn p eine ungerade Stammzakl ist^ so ist 
L Für jede Stammwurzel i^ aue 1 am p mit geradem Bx^ 
panenlen 8^ also, da p— 1 immer gerade iet^ auch fOr Jede p~l/S^ oder 
Uauptstammtöurzel: 

l. zf = ®p — 1. 
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jUer nur aileim ßtr den ExfK^nsmten ^J, %mi fOr kernen miüUrn Bj^ 
panenten <:d. ist zu ^ der Beet «= — !.. 

IL Von allen Stammwurzeln %i mse 1 zu f udi ungeradem 
Exponenten d giM keine derPatemzen s^, ^^^ s^9 •••» ^ ^^ «^ P den 
Rest —1. 

UL a. Alte Hauptstammwurzeln m# 1 ra p nnd Niekt^ 
fuadratreete zu p. 

b. Alle i^^z=dten Stammwurzeln aue l zu f rind, wenn 

l eine Stammzahl ist, Ue Reete zu ^y dae keifet Wertke von t in 

2 .^ = Öp+r. 

e. Alle ^^^—^=dlen Stammwurzein aja$ 1 zu p eind, wenn 

X niekt eine Stammxakl iet, Ite Beete r zu f m<2.)^ weim l eine der 
Stammzahle» ist ^ die in x aufgeben. 

d. Nur dann sind alle Nicht^uadratreste zu p, p~i aus-- 
gen om me n, üauptstammwurzeln aus 1 zu p, weim p— 1 mU keiner 
andern Stammzakl als 2 und mit i(p— 1) aufgeht. Sonst nicht. 

e. FUr kein x sind in 

3. 1» = ®p4-r 

Me T fOr 2=1, 2,3,4,.. .. p— 1, ^^ = dte Sta mmw urzeln. 

Vi, Für Jede Stammzahl p und für Jedes i sind die dten Stamme 
wurzeln aus \ zu ^ fur ein und dasselbe^ entweder sümmtlich Qua-- 
dratreäte, oder sämmtlich Niehtquadratreste; nicht zum Thml 
Quadratreste, zum TheU Nichtpiadratreste. Desgleichen ist das ProduH 
Jeder geraden Zahl von dten Stammwurzeln aus l zu p fttr Jedes p 
Und d dn Quadratrest zu p. 

y. Wenn man fUr eine Stammwurzel s^ aus 1 zu p mit ge^ 
radem Exponenten ^, also auch für eine Hauptstummwurzel, 

4. 1- = ®p+r 
setzt, %eo x<Z^dj so ist 

5. *5*^« c= ®p-ri 

so dafs man also die Beste zu aHen Potenzen mf'^'' findet, wetm man die^ 
Jensen zu z' von p abzieht. 

YL let der Exponent d einer Slmnmwurtel z^ aus i zu,p eine 
ungerade Zahl, so ist p~i^ eine 2dte Stammwurzel aus l zu p. 
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VII. Wenn in 

6. z» = ®p + r 
X die Theiler von i bezeicAnet, so dafs also x auch d selbst smn kann: 
wenn ferner d gerade ist, und der Rest r für x = \d ist gleich — I, für 
alle andern x dagegen, die nur in d und nicht in \d aufgehen, weder 
-f- 1, noch — 1^ so ist z nothwendig eine dte Stammwurzel aus 1 zu p. 

Findet nicht beides zugleich Statt, so ist z nicht eine dte 
Stammwurzel aus 1 zu f, 

YIII. a. Wenn der Exponent d einer d/en Stammwurzel z^ aus 1 
zu p mit 4 aufgehl, so ist auch p — z eine dte Stammwurzel aus 1 zu p« 

b. Geht d nur mit 2, nicht mit 4 auf, so ist p — z eine ^dte 
Stammwurzel aus i zu ^-^ so dafs es also für alle mit 2 und nicht 
mit 4 aufgehenden d eben so viele ^dte als die Stammwurzeln aus \- 
zu p giebt. 

IX. Wenn z^ mie dte und z« ane tte Stammwurzel aus 1 zu 
p ist, und d und b sind zu einander theilerfremd, so ist in 

7. zj.z, = ®p+r, 
wenn r>> 1 ist, r eine dete Stammwurzel aus 1 zu ^^ und de ist nie 
gröfser als p— t (§. 65, IIL). 

X. Wenn in 

8. z5=®p-fr, 

9. x^= ®p + za, 

I ekne dte Stammwurzel aus l zu^p ist, und unter den Resten r in (8.), 
für die verschiedenen af== 1, ?, 3, .... d — i^ kommt weder x — ®p, noch 
x^— ®p, noch x' — ®p, ...., bis zu x^* — ®p vor, so ist x eine Ixte 
Stammwurzel aus 1 zu p. 

Beispiele. Aus Taf. L Zn I. Fflr die (^ = 4te Stammwurzel U 
ist 11*^== 11'= ®;^+60= ©/?—!. Für die cJ = 6te Stammwurzel 14 ist 
14*^ = 14' =©/>+ 60= ®p—l. Fflr die «J = 20te Stammwurzel 37 ist 
y7^ x=z37^^=®p-\'60^=&P'-t^ u. s. w- Kein anderer aber als der Ex- 
ponent ^d giebt zu p den Rest 60 oder —1. 

Zu II. Zu der (^=3ten Stammwurzel 13 sind die Reste 13 lilid 47; 
M der ^=5ten Stammwurzel 34 sind die Reste 34, 58, 20 und 9; fQr die 
d=z I5te Stammwurzel 16 sind die Reste 16, 12, 9, 22, 47, 20, 15, 57, 58, 13, 
25, 34, 56 und 42 , u. 8. w. Keiner dieser Reste ist 60 oder ~ 1 ; gemftfli (Ü.)- 

CreUe*i Journal f. d. M. Bd. XXTni. Heft 2. 18 
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Zu IIL Die Zahlen in der zweiten horizontalen Zeile der Tafel sind 
die Quairatreste zu p. Unter ihnen findet sich keine der Hauptslammifviir- 
leki :}| 6) 7, \i\ 17 etc.; also «ind alle Hanptstammwurzeln NidU^airatreete 
z« p; gemifs (lU. a.). 

Dagegen finden sich alle die ^^ = 30ten Stammwurzeln 4, 3, 19, 
36 etc. unter den Zahlen der zweiten horizontalen Zeile der Tafel, und sind 
also alle zweite oder Quadratreste zu p. Die Zahlen der dritten horizon- 
talen Zeile sind die l == Sten Reste zu p. Unter ihnen befinden sich in ^y- 
= 2()ten Slammwurzeln 8, 23, 24 etc. Die Zahlen der fünften horizontalen 
Zeile sind die il == bten Reste zu p. Unter ihnen befinden sich die ^^ 
-= I2ten Stammwurseln 21, 29, 32 etc. Ferner befinden sich z. B. die 

^^^^^ = ^^ = KKen Slammwurzeln 3, 27, 4l unter den Zahlen der 

Sten horizontalen Zeile; u. s. w.; gemtfs (III. b. und c). Aber mdd alte 
Zahlen, die in der zweiten horizontalen Zeile mekt stehen, also nicht alle 
Niditquadratreste, sind Hauptstammwurzeln; und nickt alte Zahlen der Sten, 

5ten Zeile etc. sind ^-^^ ^^— « ^^'^^^ ^^ StammwurzeUi. 

Zu IIL d. giebt die im 9ten Bande dieses Jouniab S. 36 — 53 abge^ 
druckte Tafel Beispiele. Für jr = 23 geht p — \ nur mit dea Staanmzahl» 2 
and H=z\{p — l) auf. Die Ktektfumiratreste zu p = '23 sind 5, 7, 10, 11, 
14, 15, 17« 19, 2iX 21 und 22. Aue diese Zahlen, p— 1 = 22 ausgenommen, 
sind Hauptstammwurzefai aus 1 lu j» = 23. 

Hier in Tafd L sind b. B. für x = 6 die YerscUedetten Werihe Ton r 

in C3*) folgende: 1, 3, 9, 2CC 27, 34^ 41, 52» 58 und 60. Nickt diese ZnUes 

— 1 60 
mlle. sondern nur die vier : 3^ '27, 41 and 52 sind ^ = -^ = lüte Sl — «wu i»- 

nein ans 1 aa jp; (emib (JU. «.> 

Za IV. Kack T«l«l I. änd b. B. die SOIcb Stannwnneb 8, 33. !>4^ 
28» 33, 37, 38 ■■< 53 uh mwt ltk k XkUfmmdrwtrette; den sie iades sicfc 
■icki «ter doi ZaUoi der mwdlen koriwwlalan Zeile der TafeL Dagccca 
die 15101 StaBBWvnela IJ, 15. 16, !», 25, 43, 56 «ni 57 sind ai^mÖUk 
Q m m irm irmtü i «eirife (IV.> 

Za V. Fftr die ^ = 10le Stanawinel s=^27 aas 1 m ^ = 6fl M 
fct. «-«=«>=:= «^^41, alMia(4.) rs=41, «iMs»^=>«* i>ti=«^-}.20 
*«^^ji^4t=^9^~r. ¥tr die #=s90to flhwwatl «=»39 tat a. H 
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:»»==, ®;>-fI.y, also r=j9; »»'+' = ««' ist =®/» + 42 = ® p— 19 
> — r. Für die Hauplstwnmwjirzel * = 43 ist z. B. »"=a;**=:@/r-f 4, 
also r = 4; und «»*+»==«♦* ist =®;»-f 57=®/i — 4=®;»— r etc.; gie- 
päfs (V.). 

Zu VI. 2;= 13 ist eine Stammwurzel aus 1 zu ;7 mit der ungeraden 
Zahl 3 zum Exponenten; und ft — z = 48 ist eine 2 ^ = 6te Stammwurzel aus 
1 zu p. z = 20 ist efaie Stammwurzel mit der ungeraden Zahl 5 zum Ex- 
ponenten; und p — z=^\ ist eine 2<y = 10te Stammwurzel aus 1 zu p; 
gemsrs (VI.). 

Zu VII. Von <y = 20 sind die Theiler x = 1, 2, 4, 5 und 10. Da- 
von ist derjenige, welcher nur in J, nicht in ^^=10 aufgeht, 4. För 
» s= 28 ist 2f*^ = »"»«= ®;»-f 60 = @/> — 1 und *♦ = @/» -j-20. Also ist r 
Itt (6.) = — l für x=.\$ und weder -fl »och — 1 für das «, weldies 
nicht vn \d aufgeht; und «=^28 ist eine 20te Stammwurzel aus 1 zu p. 

Dagegen ist für z=^\i zwar ä"' = ®;» -|- 60 = ®/^ — 1 , aber «* ist 
= ®;»-j-l, und «=11 ist nicht eine 20te Stammwurzel; gemäfs C^II.). 

Zn VIII. Für <J= 20 sind Jta= 8, 23, 24, 28 Stammwurieln aus 1 
zu p. 8 geht mit 4 auf, und ;» — (8, 23, 24, 28) = 53, 38, 37 und 33 sind 
ebenfalls 20te Stammwurzeln aus 1 zu ;»; gemäfs (VIII. a.)- 

Die S= SOten Stammwurzeln aus I zu p sind «=4, 5, 19, 36, 39, 45, 46 
and 49. Hier geht 9 nur mit 2, meht mit 4 auf, und p— (4,5, i 9, 36,39,45,46,49) 
= 57,56,42,25,22, 16, 15 und 12 sind die |<y= töten Stammwurzehi aus 1 
zu p; gemfifs (VIII.* *.)• 

Zu IX. a:^ = 1 1 ist eine ^ = 4te und sr^ = 42 eine e = löte Stamm- 
Wurzel ans t zu p. S und e sind zu einander tbeilerfremd , und (7.) giebt 
hie»^aJ^^= 1 1 .42 = 462 = ®|> + ^^ 9 ^^^ r=35; und dieses r = 35 ist 
^e>*4Vl5 = 60le oder Hauplgltmmwiupzel; gemfifa (IX.). 

Zu X. Zs = 52 ist eine (?= 15te Stammwnrzel aus 1 zu p, und 
i >^ = ® jt> -f 22 , also in (9.) x^= 12. Die Reste r in (8.) zu «r = 22 sind 
ftr ;f = 1, 2, 3, . . . . l4, r = 22, 57, 34, 16, 47, 58, 56, 17, \... etc. Unter 
denselben kommt ar= f? t?or, also ist x=^ 17 mckt eine X^=4.t5 = 60te 
Stammwurzel aus 1 zu p. In der That ist 12 nur eine ^2te Stammwurzel 
aua ! zu />. llagegen ist fl?j5=3t!?9 eine *== 12le Stammwvrzel aw 1 zu ;?, 
iind 6' = ®p -f- 59, abe hr (ft) x = 6. Die Reste r in (8.) «u « = 39 sfiid 
7% 48^ 50, 47, »1, 60, 32, «3^ 11^ *4> 4a Unter densdben konmt weder jp = 6^ 

18» 
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noch a?^ = ®/>-|-36, noch a?^ = ®/i+35, noch a?* = ®jr+15 vor; also mnfe 
ar = 6 eine 3.12 = 60te Stammwürze! ans 1 zu /» sein; was auch der Fall 
ist; gemfifs (X.). 

Beweis von I. A Fflr eine (he Stammwurzel aus 1 zu ;? ist 
»^«=:®^^1 oder 

10. itj — 1 = (^p. 

Dieses giebt, wenn d gerade, also ^^ eine ganze Zahl ist, 

11. {z^-\){z^-\^\)^(^p: 

also mufs ;? entweder in z^^ — 1, oder in ^^-f 1 aufgehen p das heilst, es mofe 

12. entweder «J^ = ®/>+l, 

13. oder «J^ = ®;i— 1 

sein. Das Erste (12.) kann nicht sein, denn sonst gibe nicht erst die ^e, 
sondern schon die \d{e Potenz von zs zu p den Rest -f 1^ und e^ wftre also 
keine (Tte StammwurzeL Mithin mufs die Gleichung (13.) stattfinden; und 
diese ist die (1.) des Lehrsatzes. 

B. Wäre noch fflr einen andern Exponenten als 4^(^, z. B. fBr den 

Exponenten e<Z^^ 

14. «- = ®/i-l, 
so wäre 

15. z^=.&p'\'i. 

Aber 2« islniehl =^, sondern entweder kleiner oder grölser als J, jedoch 
<i2^. Setzt man fflr den zweiten Fall 2« = (y-f*9 wo nun x<Cd ist, 
so wäre 

16. z]' = zl^' = 2r^^ = (®/i + l)^, = ^p+z-,, 
also mflfste, wenn nach (15.) zy = &p'\'l sein sollte, @/i-f i(^ = ®/t-f 1 oder 

17. 1^5=®/.+ ! . _ 

sein. Aber fflr keinen Exponenten, der kleiner ist als ^, ist der Rest der 
Potenz zu p gleich -f 1, weil z^ eine Jte Stammumrzel sein soll. Also kann 
die Gleichung (15.) weder für 2e<:,^j noch, in der Form (17.), fflr 'ie^d 
<C2(^ stattfinden,' und folglich auch nicht die Gleichung (14.), und es giebt 
mithin kein anderer Exponent c, als ^(^, für die ^ Stammwurzel «^, 
«J= ®p—li gemäfs (L). 

Bew. von IL C. hX d ungerade, und wäre fflr einen.akdem Exponen- 
ten als ^, z. B. f flr 6 <: ^, tr^=:(S)p — I, so mflfiAe. wieder, wie in (15.), 
^='®P'\-^ sein; und da 2« nwht ^=d sein kann, sondern entweder <:^d 
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oder >d <Cid ist, so folgt, ganz wie in (Ä)^ ^^fs fttp kmn €<Cd die 
(he Stammwnrzel ar^, ar5=@p — I geben kann; gemäfs (IL). 

Bew. von III. II. D. Die Hauptsiammwurzeln Zp^i^ für welche 

18. . »PI = ®;f^l 

sein mufs, können nicht unter den Quadrairesten r zn p sein, fflr welche 
«* = ®;>-|-r ist: denn nach (§.49. 1.) ist für die Quadratreste r schon 

19. r*0'-^> = ©/>+ 1 , 

also iri^/lon ihre^(p— l)te Potenz lälst zu p den Rest li; was für p — lte 
Stammwurzehi nicht der Fall ist. Da es aber nun jedenfalls Hauptstamm- ^ 
wurzeln ffiebt, so können sich dieselben nur unter den Nichtquadrairesten {f 
befinden; gemäfs (III. o.). 

Bew. von III. 6. E. Die Gleidiung (2.) giebt, wenn man die ^y-^te 
Potenz nimmt, 

20. z/^' = «^* = ®p + r"^ 
und, dd fta jedes z nach dem Fermatschen Lehrsatz (§.40.) z^^ = &p-\'l ist, 

21. rT=®p+l. 
Dieses ist eine der Bedingungen fflr die ^^^= (hen Stammwurzeln z^: also 
ipüssen sich alle ^-j— = (Tten Stammwurzeln zs unter den Xten Resten r in (2.) - 
finden; gemifs (III. b.'). 

zu p "iein soll, so mufs 



Bew. von III. c. F. Wenn z eine 9= " te Stammwurzel aus l 



22. «« = ®|f+l 
sein; also: wenn X eine der in x amfyekenden Stammzahlen ist, und man setzt etwa 

23. X = /tti, 
so mufs 

24. z^ = ®r4-l, 
also Auch 

25. «^ = (®p-|- ly = &p^ 1 
sein. Diese Bedingung erfüllen die r in (2.) gemflfs (21/)* ^0 müssen 
sich alle (^== ^^^ten Stammwurzeln unter den Aten Resten r in (2.) finden. 
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Bew. von IIL rf. G. «• Es giebl immer i(p— 1) Nichtfua^ 
dratre^ (§. 4ö. III.) i ^^ mch (§. 63.1.) giebt es so vieU UaupUiamm^ 
wpn^ln ÜB Zahlen >>0 und <ip zu /i— 1 theilerfremd sind. 

ß. Nun ist p—l immer gerade, also sind die i(p—i) Zahlen 2, 
2.2, 3.2, 4.2,.... ^(p — l)*2^=p — l zu p — l nicht theilerfremd^ sondern 
haben damit den Theiler 2 >> 1 * gemein. Es bleiben von den gesammten 
p—\ Zahlen 1,2,3,4».... p—i nur die i(p— 1) ungeraden Zahlen 1,3, 
5, 7, .... p — I — 1 übrig, die zu p — 1 theilerfremd sein können. Geht nun 
p — 1 nur mit den Stammzahlen 2 und \i^p — 1) auf, so sind sie es mit Aus- 
«Aahme von p — \ wirklich; denn kehe Von Ihnen geht £i!t 2 auf. Also glebt es 
alsdann wirklich l(p — 1) — 1 Hauptstammwurzeln, so viele als Nichtqoadrät- 
reste, mit Ausnahme von p — I. Und da nun alle HaUptstammwurzeln NiidiU 
quadratreste sind, so sind alsdimn alle Nioktquadüatreste, mit Auasahme von 
p — 1, Hauptstamm wurzeln. 

y. Geht dagegen p — \^ aufser mit 2, noch mi( andern, also noch mit 
einer oder mehreren ungeraden Stammzahlen f, , q^y •••• <ip auf, io be- 
finden sich dieselben nothwendig unter den \{p—\) ungeraden Zahlen 1,3, 
5,7, .... p — '2, die allein noch zn p — 1 theilerfremd sein konnten; denn 
diese ungeraden Zahlen sind diejenigen <; p alk^ welche ea giebt. Es geben 
also alsdann schon ^i, q^^ •••• von jenen ^{p — I) ungeraden Zahlen ab, 
und folglich giebt es dann weniger oder \{p — I) zu p — t theilerfiremde 
Zahlen >>0 und <Cp^ und mithin auch weniger HanptsttMi|winieln. Mitbin 
sind alsdann nicht alle Nichtquadratreste Hauptstammwuri^eln ; gemdfs (III. d.). 

B e w. vo n 1 1 1. «. Nach (§. 54. 1.) hat r in (3.) ^^ = iT venchi^dene 
Werthe. Andrerseils ist nach ($. 63. I.) die Ansthl der ^^^^ = <hen Stamm- 

wmrMltt ans 1 zn p der Anuhl 4er s« ^ tkeUerfretndem 2alÜM gfeieh. Lel»^ 
tere ist immer <; J, selbst wenn i M^a Stammzahl ist; denn selbst dann sind 
erst die J — 1 Zahlen- 1, 2, 3,4, . ... ^— t xu d theilerfremd. Also SMidl fiftr 

kein x alle r in (3.) ^ = rfle Stammwurzeln ; gemifs (IH. ^.). 

B e w. vo n I V. Ä Alle d = ^^j— ten Stammwurzeln Zs^ fflr detRelben 

Exponenten ^, finden sic^ nach (UI* ^0 unter den Resten r in 9^= ^p-j-r fär 
denselben Exponenlen il, der dne von den in x anfgehend^n Statmmzahlem 
ist. Diese Reste r 9kki entltvder (fumdHitteeie, oder Nßch^madrmtreeli^f 
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denn andere Zahlen ^0 <ip giebt es nicht Ist nun eine der Jten Stammt 

wurzeln ein r, welches ein Quadratrest, also ein Rest für 1 = 2 ist, so 

sind es auch alle andern ^ten Stammwurzeln ; denn alle finden sich unter den 

r für das ffleieke X. Ist #ine der c^ten Stammwureeln Zi ein r, welches ein 

Nichtquadratrest ist, so kann keine andere <He Stammwurzel ein Quadrate* 

fest seih ; denn sonst wären es, wie so eben bemei^t, auch alle ändern, und 

folglich auch Zi. 

Also, wenn eine ^te Stammwurzel ein Quadratrest ist, so sind es 

auch alle andern ; und wenn eine derselben ein NicJ^tquadratrest ist, sind es 

^ ebenfalls alle übrigen. 

. P«s Frodnot. jftder ^^ai/^n Anzahl yoQ Quadratresten und Nichtquadratrp 

% rasten ist nach ($• 52. I. und II.) ein Qua4svtrest: also ist das Product jedei; 

^ geiraißn Amsahl von Jten StanunwarJiebi für jedes p und d ein Quadratresti 

gemfifs (IV.). ^ . 

B0W. Yon V. F. Nach (I.) ist für jede« gerade 8 

26. »J;' = ©/>—!. 

. Setzt man pun, wie in (2.), 

,^r^,^ 27. »« =<&p^r, 

V%iJO ergipbt sich, wenn man (;260 mit (27^ multiplicirt, 

>^'*'' 28. 4^+* = ®;i^— r = ®p+(;i — r); 

gemäfs (V.). 

Bew. von VI. G. Es ist 

29. {p-z)^ = ®p-f-(_3?)^ = ®p-\^z'\ 

indem 1d immer gerade ist. Ist nun z eine Jte Stammwurzel aus 1 zu p, 

so ist 

30.. «J = ®^.}-I. 

Aber es ist 

81. ip-ZsY :-=^p-}'(-zY, 

also ist, fflr ein ungerades J, 

82. (/^— */ = ®P~«J = ©;>— 1 (80.), 
und folglich Araim nach (I.) p—zs eine Qäle Stammwurzel sein; denn ist sie eine 
solche, so mufs nach (I.) (p — zsY = ®p — l sein; was nach (32.) der FaO isi 
H. Es ist aber auch, fflr jeden Exponenten x<z8^ 

# 88. (r-i»/ = <»p+(-z^y « ®pt^^, 

je nachdem x gerade oder ungerade ist. Könnte nun für x<C^d^ (p—^sY 
=^&p±t sein, so mflfste zufolge (88.) 
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34. *; = &p + t 
seifL Dieses ist nicht der Fall; denn Awni; niedrigere Potenz als d von der 
^en SlammwnrKel Zs giebt u p den Rest -fl^ was aoch ^ sein mag; nnd 
wenn d ungerade ist, giebt auch keine niedrigere Potenz als d nach (JI.) 
den Rest — 1 zu p: also kann r in 

35. ' (p^-zsY = ®p-\-r 
für kein x<Z^ weder -f- 1 ^och — I sein. 

/. Moltiplidrt man nun (35.) mit (32.), so ergiebt sich 
36. (p — zs)^"^' = ®p — r: 
also kann auch keine Potenz von p — Zs^ deren Exponent >> J nnd <Z^d ist, 
zu p weder -f 1 noch — 1 zum Rest geben. Mithin kann Überhaupt keine 
Potenz von p — zs^ deren Exponent >0 nnd <;2rf ist, zu p den Rest -{-t 
lassen; die <Tie Potenz von p~z's iBftt abef* nach (32.) zu p den Rest — 1 : 
mithin ist p — z^ nothwendig eine 2 che Stamm wurzd; gemäfs (VI.)- 

Bew. von YII. ÜC Wenn fOr einen geraden Theiler d Van p — i Jb 
27. «*^ = ®p-i , ^ 

ist, so ist, die zweite Potenz genommen, 

38. «^ = ®/>+l; 

also kann alsdann dieses z eine ^ Stammwurzel sr^ aus 1 zu p sein. , 

Aber wenn 

39. d = QXx 

und schon 

40. z' = (Bp+i 
oder auch 

41. «« = ®p—l, 

also z^=&p-\'l ist, so ist z nicht eine (Tte, sondern in dem Falle (40.) 
schon eine arte, und in dem Fall (41.) eine 2xte Stammwurzel aus I zu ;r. 

Dagegen giebt (40.), vermöge (39.), indem j^JsAx ist, 
42. z^ = z^ = (&P+ty = ©/^+1; 
was der vorausgesetzten Gleichung (37.) widerspricht: also kann z fär keinen 
Exponenten x^ der in i^ aufgeht, eine xte Stammwursel sein, sobald nach (37.) 
s*^«©^— 1 isL 

L. Auch für kein andere x, welches in d nickt au^ht, kann z eine 
xte Stammwurzel sein, sobald die Gleichung (37.) stattfindet Denn gesetzt eslsei 

, 43. d = nx-^-e, 
wo e:>0 und <::ar, so ist, wenn z eine xte Stammwurzel, also 
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44. 9r:^®p^i 

wäre, 

45. z^ = it"'-^' = i&p+lTz' = @p+«'. 
Botst man nim 

46. z" = ®p+i, 

80 ist, wenn z eine irte Siammwurzifl sein soll, also alle Potenxen mit Ex- 
ponenten #> die <; « sind, nicht den Rest 1 geben, e nicht = 1, und folg- 
lieh, da, (46.) in (45.) gesetzt, 

47. z^ = ®p + e 

giebt, in dieser Gleichung « mcht =1. Dieses widerspricht der voransge- 
setzten Gleichung: also kann anch fQr kein x, welches in d nicht anseht, z , 
eine xle Stammwnrzel sein, sobald* (37.) Statt findet. 

M. Eben so wenig kann fbr ein ar, welches in ^^ nicht aufgeht, z eine 
irte Stammwnrzel sein; es sei denn, dafs j( in (^ aufginge. Denn setzt man 

48. ^9 = nx-^-e, 
wo e>'0 und <<x, so folgt, ganz wie in QL.}^ 

49. z^ = (Bp^i. 

Es mflfste also, damit (37.) erfallt werde, ^ = — 1 sein können. Dieses kann 
nun zwar, wenn z eine arte Stammwurzel ist, in 

50. «*= ®/i + € (46.) 

allerdings der Fall sein, aber nach (1.) nur für e=ix; denn nur «^ giebt 
nadi (1.) &p—l. Ist nun aber €=|jr, so ist in (48.) 

^d = nx-f 1^ oder 

51. 4 = nx-j-Xj 

and X mufs in d aufgehen. Also kann anch fflr kein ar, welches in \d nicht 
auilgeht, z raie arte Stammwurzel aus I zu ;^ seni; aufser wenn ar in ^ aufgeht 

K. Es kommt mithin mir allein auf die x an, Me in d aitfffehen; nicht 
auf die ar, nadi (£^), welche in :^i aufgehen f und auch auf alle andern nicht 

Ist daher in derGleidiung (6.) flkr ar=:^J, rss-^ J, und f&r keines 
d» », wdche in 9 aulj^ehen, ohne Rflcksicht anf di^enigen, welche in ^d 
au^gehmi, weder r ^s -f |, noch r «= — 1, so kann z für keinen niedrigeren 
Exponenten als S eine Slammwurzel aus 1 zu p sdn. Fflr x=id dagegen 
ist, wegen «♦' = ®;» — !♦ nothwendig 

52. «^«®;r-|-l; 
ond fUgUch ist dann z mMtmemSg eine 9\je Stammwurzel aus 1 zu p; ge- 
mälii (Vn.). 

Cnlle*8 Itwnal t d. M. Bd.XXYin. H«ft Z. 19 
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O. Ist nicht z^ = ®p — 1 , sondern 

53. z^ = ®|f+r, 

so ist 

und r' ist nun = + 1 für r=-{-l oder r==— I: also ist dann «^ mcA/ 
= ^p^l^ und folglich z nicht eine ^te Stamqdwurzel. 

Werden andrerseits nicht die ikbrigen Bedingungen von (VII.) er- 
fönt, so ist z ebenfalls mcht eine Jte Stamm wurzel aus \ z\k p^ wenn gleich 
^=zQifp — \ ist Also kann nur, wenn Beides zugleich Statt findet: nemlich 
z^^=z®p—l ist, und die übrigen Bedingungen in (VII.) erfüllt werden, z 
eine ^te Stammwurzel aus I zu p sein. 

Bew. von VIII. P. Geht cJ mit 4 auf, so sind cJ und ^cJ beide ^^radte. 

Für jedes gerade (T aber ist nach (1.), wenn z eine Sie Stammwursel aus 1 

zu p ist, 

55. z^=z@p — i. 

Nun ist 

56. (p^zr ^ 0p+(-«)*^ 
und, da auch \d gerade ist, 

57. {p-z)^ =^(»p^z^ =:®p—i (55.). 
Also kann dann p—z eine Jte Stammwurzel aus 1 zu p sein; denn (57.) 
giebt (p— i?)^ = ©p-}.l. 

Es läfst aber, wenn z eine ote Stammwurzel aus 1 zu ;i ist, keine 
niedrigere Potenz s^ von z als z^ weder den Rest 4* N noch, nach (I.), den 
Rest —I, sondern es ist 

58. 58r* = ®p+r, 
wo r mchi -f 1 oder —1 ist. Dieses giebt 

59. {p-zf = @p + (_*)- = &p±r: 
folglich läfst auch von p — z keine niedrigere als die Jte Potenz zu p den 
Rest 1. Daher JSX p—z nothwen^g eine Jte Stammwurzel aus 1 zu p^ 
wenn z eine solche ist; gemäfs (VII. a^. 

Q. Geht ^ mit 2, aber nicht mit 4 auf, so ist d gerade und ^d 
ungerade. Die Gldchung (55.) bleibt dieselbe; aber (56.) giebt jetzt 

60. {p—9)^ = @p-«*^ = ®p^\ (55.): 
also kann jetzt p — z eine ^^te Stammwurzel aus 1 zu p sein. Nun ist in 
(58.) r für alle X <^ nicht +1; blofs für x=:^d ist r = — 1: also ist 
jetzt in (59.) r für alle x <:<^ nicht -f I9 ^nd folglich ist ;r — 2r hoihwendig 
eine ^Sle Stammwufzel aus 1 zu p; gen^äfs (VIII. 6.)- 
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Bew. TOD IX. R. a. Wenn «^ eine <he iind z^ eine ete Stamm- 
warsei ans i zu p ist, so ist 

61. «rj = ®p^t nnd 

62. ^ = Ö;i+l, 

und keine niedrigere Potenz von z^ als die &te^ und keine niedrigere Potenz 
▼on z^ als die €te giebt su p den Rest 1. 

b. Ans (61.), so wie ans (63.), folgt, wenn man von (61.) die ifte 
ond von (62.) die die Potenz nimmt, 

63. arj'=@;i+t und i^ = ©/i-f-l, 
also, Eins mit dem Andern mnltiplicirt, 

64. («a«^*/" = ®P+1. 
Daraus folgt, dafs das Product z^Zg eine dete Stammwurzel aus I zu ;» 
sein kann. 

€. Gesetzt nun, es wAre z^z^ sc6on eine itte Stammwurzel aus 1 zu p^ 
wo l<C(i^, so dafs schon 

65. {z^z.f = @/i-f 1 
wäre, dann aber keine niedrigere Potenz von z^z^ als die Xte zu p den Rest 1 
gftbe, so mflfete l nothwendig in de aufgehen; denn wfire es anders und 

66. dB = «i-f p^ 
wo (f<il^ so wäre 

67. (ar^ar,)^' = {z^z.)''^^ = {z,z,rK{z^z.r = {®p^ \n^,z,y (58.) 

und da die niedrigere Potenz (> als A von z^z^ nicht 0p-f 1 ist, so wfire 
nach (67.) nicht («aÄr/* = ®p+l. Da dies der Gleichung (63.) wider- 
spricht, so kann in (67. und 66.) ff nur Null sein; mithin mufs X in (^€ at(/^ 
gehen und folglich in (66.) 

68. 9% = xl 
sein. 

d. Nun lassen nur die ^, 2(^, 3^, .... edien Potenzen von z^^ und 
nur die e, 2«, 3c, .... (^eten Potenzen von z^ zu /i den Rest 1; keine der 
Potenzen mit zunichenliegenden Exponenten. Daraus folgt, dafs für kein 
Vi^aches, z. B. ad, von d, jiveqn cr<:e if^U für wekhes nach (61.) 

69. zf === ep + 1 

ist, zugleich in 

70. «^* = G)|f4-e 

«ssl sein kann, sobald J und 6 zu einander iäeUerfiremd sind. Denn da 

19» 



fr, mir mit EzponesleB, äe VkUtdiB tos « rind^ wia ti^ 4^ = &p+ 1 
sebi fcaim, so mfifirte cd=^x9 san kftBneii; was mar dami dwFaD iit» waon 
a=« und t = ^ ist, iiidm kdii Theiler >* 1 T(m « in ^ und keia Tkefler 
> 1 T(m J in s ra^dit, fdg^ch s gmt» in und r g^mm in J n^^dMi arafe. 

Es ist also aadi, yemOge (69. und 7a), ia 

71. «f «:* = («,*/* = ®,i+^ 
Ar Asm <Cs und micli nidit für eis in s mmfydkmim a, «= 1. 

«. Auf gleidie Weise folgt, dnls filr kein a < J, «ack irfekt filr ein 
in d mmfyekemiM 0, in 

72. «r«r = (*s*/' = ®i^+^ 

^ = 1 srai lumn. 

/• Es lumn aber immer ad odw crs eia Fiai/iMAM mh l seia, so* 
kald ia (68.) x>\ \sX. Denn yermöge j(I = ^s (6a) mab ir, oder irgend 
dn Tbdier fi Ton j(, in ^ oder in s an%dim: also ist immer, wean ama 
x=^li¥ setst, 

73. yA = — s oder = J. — , 

wo, aidist r, — oder — dne gansu Zahl ist, die dordi a beaeiehnet wer- 

den kann. WAre x eine StammaaM oder ohne Theiler, so wire r= I nnd 

— = a, oder j^ = ^^ gleich — oder ~. 

g. Nnn giebt (65.) 

74, (tr,«,r^ = («aar,y^ = ®p\\ oder 

Diese Gleichongen widerspredien denen (71. nnd 72.) • abo kann in (68.) x 
nicht >> 1 sein. Wenn aber in (71. nnd 72.) a = s oder = J ist, so giebt 
(71. und 72.) 

76. («a«,/^ = ©p + l (64.). 
Dies ist (74. nnd 75.) gemäfs; wo dann in (73.) a = J oder =«, folglieh 
/is=l, y=l nnd il = J« isL 

Also kann Mm€ niedriffere Potenx i, als ^s selbst, Ton 9^9^ in /» den 
Rest 1 gdidn( and folglich ist in (74.) das Product z^z^ nnd mithin andi 
TermAge (7.) r, sobald r>> t, notkweHdig eine ^ste Stammvrarzel ans 1 in p^ 
wenn ^ und e lu einandw thmkrfremd sind; gemfils (IX.). 

Bew. Ton X. 8. a. Wenn ar^ eine ^ Stammwand aas 1 lu /^ 
ist und man setit, wie in (8.), 
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77. «5 « ®pi^r, 

w> ist, zufolge der Eigensdiaft der Stammwmrz^ ftlr xs= t, 2, 3, 4, . . . . ^— t, 
r nkkt pMeh t; erst fflr x=S ist r=l. 

b. Ist nun « eine Zahl, von wdclier die ite Potens zq /» die «he 
Stammwnrtel Zg sum Re»i Iftfet, so dafs, wie in (9.), 

78. X* = (&p-\-»i 

ist, so ^ebt (77.), wenn man darin ans (78.) s^»«*— (8^ setzt, 

79. ««» = ®;»4-r = «5, 

und folglich ist, vermöge («.), für die Exponenten A, 21, 31, ((f— 1)X 

TOD w in (79.) p nickt gMeh 1. 

r. Non giebt (79.), fOr dne beDebige Zahl /*>0 <i, 
80. ar^" = f^p-^-raef = «5«^. 
Kime non anter den rerschiedenea Werthmt von r in (77.) irgend ein Rest 

81. r = a^f — ^p 
vor, so wire in (80.) 

83. «;;«^ = ®;»+«*^.«^ = ®/»-{-a?» = ®;r+»« (78.): 
also mflftte, da p nidü dnrdi zt tteObar ist, ® mit Sj aufy«hent nnd es wfire, 
WMin man (82.) mit Zs dividirt, 

83. «5-»ay = ®;»+l, 
oder, da «a = x^— ®p ist (79.), 

84. 3?'*-'+" = ®|»+ 1. 

<{. Es ist aber der Exponent xl— (!—/«)<; ^1, wdl /jKZ^ and 
in (77.) x<;<^ ist: also gäbe eine niedrigere Potenz von d? als «" schon 
zn I» dra Rest 1, and fol^ch wfire dann x kdne XSt» Stammworzd aas 1 za p, 

e. Ist dagegen anter den Resten r in (77.) kdner weder =:«* — &p, 
noeh =«'— ©/r, =a?»— ®/», — =a:^*— ®^, also auch nidit =x'^—(dp, 
so ist in (80.) rxf iitcM««'— ®;»-{-»i; folglich findet die Gleichang (82.), 
and mithin diejenige (83.) meki Statt, and folgiidi ist aaoh alsdann keine 
niedrigere Potenz von ar als d:'' ^eidi (3p-\-i. 

f, Ist x=:<^, so ist in (79.) 

85. a?" = «j = ®j»+l, 

also 

86. r =» 1 
and folglich in (81.) 

87. 1— A» = 
nnd in (83.) 

88. x« = ®;»4-l; 
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aber keine niedrigere Potenx voii ^ als :r^^ giebt C^/i-f 1. IGthin ist, wran 
r weder =ar" — ©/>, nodi ^= x^ — Qypf nocb ^=^ x^—(3p, .•.* bis W 
a^-^&p ist, ar eine Ute Slammwnrzel ans 1 zo pf gemfifii (X). 

§. 67. 

Lebrsatz. 

L Wenn man fUr eine dte Stammwurzel z^ aus 1 m p 

1- »a^ *^ «a' • • • • »^S .*J = ® P + (^1, r,, r3, . . • • r^.*, r;,) 
setzt, und es ist l irgend ein Theiler von d^ so ist 

2- rH^ + ^ + rJ + ....+r',= @;,; 
das heifstf die Summe der Uen Potenzen der Beste r in (1.) geAt mil p auf. 
II. I>M Produet der Reste r m (1.), mit p dividirt, läfst, wenn 
d ungerade ist, -}' ^ ? ^^ tr^mt J gerade ist, — 1 zum Rest; das 
keifst, es ist 

3. ri r, rj r4 r^ = @p -f 1 , wenn ^ ungerade und 

4. rir2r3r4..t. r^ =^ ®p — 1, wenn d gerade isL 

m. Zu jeder dten Stammwurzel zs (^=2 ausgenommen) gieit 
es eine zweite dte Stammwurzel x^, und nur eine, welche, mit jener 
muttipUcirt und das Produet durch p dicidirt, den Rest 1 giebt, so dafs 

5. zs.xs = ©p + l 
ist. Die Stammwurzeln sind also immer zusammengehörige Zahlen 
ßr 1 zu p. 

IV. Das Produet aller dten Stasmnwurzeln, für jedis d^ das 
einzige d=2 ausgenommen, für welches es nur die einzige Stammumrzel 
p~l giebt, ist =©p+l. 

Beispiele. (Aus Taf. I.) Zu I. Fflr die ^=12te Stammwnnel 
«a = 29 ans 1 zu /i ist die Summe der Reste su den Iten, 2ten, 3t^ .... dten 
Potwzen von z=^ 29, 

6. 29+48 + 50+474-21 -f-60+324-13-f 11 -fl4-f40-fl:=366=6./F, 
und geht also mit p auf. 

Ein Theiler l von et ist z. B. 4, und die Summe der X=4ten Po- 
t^izen der Reste (6.) ist, wenn man die Zahlen r in (6.) in der obersten 
horizontalen Zeile der Tafel aufsucht und die zugehörigen Zahlen der vierten 
)iorizontalen Zeile nimmt, 

7. 47+13 + 1 +47+ 13+ 1+47 + 13 + 1+47 + 13 + 1 = 244 = 4.|>. 
Diese Summe geht also ebenfalls mit p auf; gemfifs (I.)« 
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Zu II. Das Produet der Reste r In (6.) findet sich wie folgt: 
59.48 = @/» + 50; 50.50= - 11. — 1! =@|»4-60=@/>—l; —1.47 
=©p— 47=@/»+l4; l4»2I=©/»-f50; 50.60 = — 11.-1 = ®;»+ll; 
I1.32 = ©p-l-47; 47.13=@/>+l; l.ll=@;»+ll; ll.l4==@p-j-3a; 
32.40 = @p— 1; —l.-{-l =©/» — !: also ist fttr das ^«ra<fe (^ = 1 2 das 
Prodnct der Reste r gleich Q^p— i; gemfifs (4.). 

FOr das ungerade 9=5 sind z. B. von der 5ten Stammworzel «^ = 20 
die Reste der Iten, 2ten, 3ten, 4ten and 5ten Potenz, der Tafel gemfifs, 
r = 20, 34, 9, 58 nnd I. Ihr Prodncl ist 20.34 = 0^+9; 9.9 = 0^4-20; 
20.58 = ®;»+!; i.l==(»p-\-l: also ist fdr das ungerade 9=5 das Pro- 
dnct der Reste r gleich &p-\-li gemfifs (3.). 

Zu III. Die 9= loten Stammwnrzeln z. B. sind 3, 27,41 nnd 52, 
nnd es ist 3.41=2.^+1 nnd 27.52 = 1404= 23. |»+ 1; gemfifs (III.). 

Die ^ = 15ten Stammwnrzeln sind 12, 15, 16, 22, 25, 42, 56, 57 nnd es 
ist 12.56 = 672 = 11.^ + 1; 15.57 = 855 = l4.|»+l; 16.42=672 = 
U.p-\-i und 22.25 =550 = 9.;»+ 1; gemfifö (III.). 

Zn IV. Die ä = 5Um P^mmwurzeln sind 9, 20, 34^ 5a Ihr Prodnct 
ist 9.20=©;» — 3; —3.34 = 0;»— 41 =©;»+ 20; 20.58=— 41.— 3 
= 123 = ©;» + I ; gemfifs (IV.). 

Beweis von I. A Nimmt man von (1.) die Summe der Xien Po- 
toizen, so erg^ebt sich 

8. ,J+*5'+*3i+«y +...,+«« = @p+rJ+rJ+r^ + rJ+....+»i. 
Aber es ist, vermöge der Eigenschaft der Stammwurzeln ^ 

9. «J = ®/? + l und «^^ = @|i + l, 
also, da zl=^&p'\-r^ sein soll, 

10. r^ = 1 und rj = I. 
Dies in (8.) gesetzt, giebt 

11. «J+<+«J'+«?....+«?-^»H@P+l =ri+rj+r^ + rj....+»i..+l. 
B. Nun ist 

12. i+4+«-i+*3^H.-.+«r'^' = ^; 

wie erhellet, wenn man diese Gleichung mit z^—\ multiplicirt. 

Aus (90 ist z\ — 1 =©», also — — r- = ^ . und es mufs, da p 



152 iS, Ene^U«pSiB9 der ZakleHlke«rie, $, 67. Form. 13—24. 

nicht mit Zf—i anfgdit, @ nit »a— 1 an^hen und folglidi 

18. -i-^ = © » 

sein. 

a Dieses giebt in (12.) 

14. i+*i+«jH«y+-...+*s'-"' = ®p 

und in (11.) ®P+®;»~rJ+f^-|-»^-l-....-f r}^j+ 1, oder, da 1 «rj ist (10.), 

wie (1.). 

Bew. von IL D» Mabip&taii man die Gleldmngen (1.) mit einander, 
so ergiebt sich 

16. ,t+«+»+M.....+J-i.,j ^ &p+rir,r,....r3.,rs 

oder, iAzl = ®p-\-i (9.) ist, 

17. ,H-'+>+«+....+*-i == ®/»-J-r,rjr,....r,.,r, 

oder 

18. «♦*(*-" = ®;»+r,rir,....r,_,ri. 

a. Ist nun ^ ungwadey also ^-^1 gtraätf so giebt (18.), wegen 
»5 = ®;,4- 1 (9.), (©;» -l-l)««»-« «= ®|»-|-r.r,r, . . . . r, oder 

19. rir,r, — r, = ©;»+ 1 ; 
gemftfs (3.). 

b. Ist J gerade, also ^—1 ungerade, so ist s)f == ®p— 1 ($. 66. 1.); 
also giebt dann (18.) (®;r— 1)*"' = ®;»-j-r,r,r, ....ra nnd, da <^— l 

nngerade ist, 

20. r,r,r, . . . . ra =i ®;» — 1 ; 
gemAb (4.). 

Bew. von IIL B, Gemtö ($.47. 1.) giebt es zu jeder der Zahlen 

21. * = 2,3,4,5, .... |»--l 

eine zweite, von «i vereekiedmte Zahl z, ans derselben R^e, und nur eine, 

fOr welche 

22. ZiZt ^ dp-f 1 
ist. 

F. (22.) giebt fllr>Mtot beliebigen Exponenten » 
28. «Jaj = ®;»+l. 
Ist non Zi töne ^ Stammwnrzd ans 1 za ;», so ist vermöge ihrer Eigen- 
schaften, wenn man 

24. a!j = ®f +« 

8etsl,«farxs=l,2,3,4v....^— 1 nkÜ^U fitrxss^aberfiorAiMfM%al. 
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G. Setzt man andrerseits 

25. zl = ®;i+^, 
so ist aus (24. und 25.) 

26. z\z1^ = (®;^-f-^)(®/^-f «) = ©A'i« 
und vermöge (23.) 

27. e€ = ®;>4-l. 

H. Da nun nach (F.) i? für x= 1,2, 3, 4, c^— 1 nicht = I ist, 

so kann auch gemärs (27.) « fflr x = I, 2, 3, 4, d—\ nicht = 1 sein; 

denn wäre c=l für eines dieser x, so wäre es nicht = ®^-[-l, wie es 
sein soll, sondern =®p'\-e. 

Da femer nach (F.) für x = d, e nothwendig =1 ist, so ist auch 
vermöge (27.) für x=J, c nothwendig =1; denn wäre 6 nicht =1, so 
wäre nicht e€=®p'\'l ^ wie es sein soll, sondern =©;?-[-€. 

/. Es mufs also in (25.) für ;f = I, 2, 3, 4, J— I , e nicht = 1 

und für X = (T, e ffleich 1 sein, und deshalb ist Z2 nothwendig eine <^te Stamm- 
wurzel, wenn Zi eine solche ist. Mithin giebt es nothwendig zu jeder ^n 
Stamm Wurzel Zi = zs eine zweite 0^ = 0:^, welche, mit jener multiplicirt und 
das Product durch p dividirt, den Rest 1 giebt. 

K. Und zwar giebt es nur eine solche: denn gäbe es eine zweite 03, 

für welche 

28. ZiZy = ®p-j-l 

wäre, so wäre 

29. aus (22.) Z1Z2Z3 = (^p'\-Zj 

30. und aus (28.) 3?, a?2^3 = ®;^-f^2 

Da (29.) und (30.) sich widersprechen, wenn nicht z2 = Zi ist, so kann es 
keine zweite zu Zi gehörige Stammwurzel geben. 

Dieses zusammen ist was (III.) behauptet und es folgt, dafs die Stamm- 
wurzeln zusammengehörige Zahlen für 1 zu ;? sind. 

Bew. von lY. L. Wenn z^ eine der (Tten Stammwurzeln aus 1 zu 
p ist und man setzt 

31. «5= ®;^+^., 

so sind nach (§. 60. II.) die Reste r für diejenigen Exponenten x, welche zu 
d theilerfremd sind, alle die dten Stmnmwurzeln zs selbst. 

Bezeichnet man also die zu 9 theilerfremden x durch x^, x,, x,, .... 

und die in (31.) zugehörigen Reste durch r^ , r^ , r, , , so dafs für irgend 

eine der dien Stammwurzeln z^ 

CreUe't Journal f. d. M. Bd. XXVÜI. Heft 2. 20 
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32. 






ist) so sind die r in (32.) alle die ^en Stammwnrzeln z^ selbst. 

M. Multiplicirt man nun die Gleichungen (32.) mit einander, so er- 
giebt sich 

33. ««.+«t+*3+**+. ... ==, ®p'\'r,r^r^r,.. . . 

Nun y^A/ aber nach (§.65. II.) die Summe Xi'\'X2'\-Xi-\'X^....^ aller 

zu der Zahl d theilerfremden Zahlen, J = 2 ausgenommen, mit 9 auf, also 

giebt (33.) 

34. «J^ = ©/i-frirjrjr^...., 

und da vermöge der Eigenschaft der Stammwurseln z^^r^Qp-^- I, abo auch 
«•^ = ©^4.1 ist, so giebt (34.) 

35. r» r^r^^r^ = ®;i> -f I ; 

das heifst: das Product aller (ften Stamm wurzeln Ti, r,, r,, r«, aus t 

zu p ist =^(^P'\'l. (T=2 ist ausgenommen, fOr welches ^ es nur die Wne 
Stammwurzel p — 1 giebt. 

Anm. JV. Immer, wenn bewiesen werden soll, dafs ^ z.B. eine (He 
Stummumrzel aus 1 zu der Stammzahl p sei, ist nicht zu flbersehen, dafs 
deshalb, weil etwa sich findet, die Jte Potenz von z durch p dividlrt lasse 
den Rest 1, das heifst, die Gleichung z^ =^ ®/i-|-l werde erfQllt, z noch 
keineswegs notkwendig eine (Tte Stammwurzel aus 1 zu p sei. Es mufs viel- 
mehr immer noch besonders bewiesen werden, daf^ keine niedrigere als die 
Jte Potenz von z, durch p dividirt^ den Rest 1 lifst; denn dies ist die zweite 
Bedingung für Stammwurzeln. 

§. 68. 
Lehrsatz. 
L —3 ist Quadratrest zu allen Stammzahlen p=:6n-|-l und 
JMichtquadratrest zu allen StammzaUen p = 6n — 1. 

II. -|- 3 ist Quadratrest zu allen Stammzahlen p= 12n-f 1 und 12ii— 1 
und Nichtquadratrest zu allen Stammzahten p = l2ii-f 5 und 12n — 5. 

III. Setzt man für die Stammzahlen p = Gn-f 1 

1. z^ = ®p— 3, 
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u}0 z die bmäen Werthe z und p — z hat^ so sind die beiden dritten 
Stammwurzeln x^ aus l zu p: 

2. X5 = i(a — I) oder ^(p_a— i) und 

3. X3 = p — i(z-}-l) oder ^(p-fz — 1). 

IV. Die beiden sechsten Stammwurzeln Xe aus 1 zu p sind 
um 1 gröfser^ also 

4. Xß = ^(z-j-l) oder i(p — z-f 1) und 

5. X6 = p — i(z— 1) oder i(p+z-j-I). 

Beispiele. Zu I. und III. Wie aus der Tafel im 9ten Bande dieses 
Journals S. 36 — 53 zu ersehen, ist 

(l. -3 Quadrairest zu j)« 5 71319 313743 616773 79 97 ». 6« + 1, 

g ] 2. und N'H^iquadrutrest zu p » J 1 17 23 29 41 47 53 59 71 83 89 101 » 6ii— 1, 

j3. +3 wt Oiiadratre»* zu p = 11 13 23 3747 59 61 71 73 83 97 nl2ii+1, 

(4. uüd Nicht<piadraire$t zu p=^ 5 71719 29 314143 53 67 79 89 101 .... = 12fi±5. 

Zu III. 1. Nach Taf. L ist 27^ = ®;si-f 58 = ®p — 3 und 34^== 
&p-\'68 = ®p — 3, also hat für p = 6l=6n-f I, z in (1.) die beiden 
Werthe 27 und 34. « = 27 giebt nach (2. und 3.) a?3=: ^(27— 1) = 13 
und 0^3 = 61 — i(27+l) = 61— 14 = 47; i2: = 34 giebt ebenfaUs 0^3 = 
1(61— 34— l)=13 und j?3 = i(6l + 34 — 1) = 47, und 13 und 47 sind, 
wie die Tafel zeigt, die beiden dritten Stammwurzeln aus 1 zu p. Die beiden 
sechsten Stamm wurzeln aus 1 zu p^ der Tafel nach i4 und 48, sind um L gröfser. 

2. Für;i=43isl 13* = ®;i+40=®;i — 4 und 30' = ®;i + 40 = 
®/i — 3; also hat hier z in (1.) die beiden Werthe 13 und 30. ie= 13 giebt 
nach (2. und 30 a?3 = i(l3— 1) = 6 und a?3 = 43 — i(l3-f 1) = 43— 7=36, 
und « = 30 giebt j73 = 4^(43 — 30 — 1) = 6 und a:3=]^(43 4-30 — 1) = 36, 
und 6 und 36 sind die beiden dritten Stämmwurzeln aus 1 zu p. Die bei- 
den sechsten Stammwurzeln aus 1 zu p sind 7 und 37, also um 1 gröfser. 

Beweis. A. Ffir die dritten Stammwurzeln aus 1 zu ;? ist 

7. ar^=®/i + l. 

Von den drei ganzzahligen Werthen Z> und < p, welche x für diese 

Gleichung nacb ( §. 54.) haben kann und von welchen x= t einer ist, sind 

notbwendig die beiden andern, >> 1, dritte Stammwurzeln aus 1 zu p^ weil 

die. zwei Zahlen 1 und 2 mit 3 keinen Theiler >> 1 gemein haben und also 

nach (S 63. I.) ztcei Stamm wurzeln, folglich zwei Werthe von a? >> 1 Statt 

finden m&saen, die der Gleichung (7.) genugthun, und die also die beiden an^ 

dem ganzzahligen Wurzeln der Gleichung (7.) sind, welche es aufser x = t 

geben kann und hier also geben mufs. 

20* 
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B. Die beiden Wurzeln, >> 1, von der Gleichnn^ (7.) sind diejenigen 

der Gleichung 

8. :F^-fa?-f 1 = ®p; 

denn (7.) giebt 

9. x^—l = (a? — l)(a:^4-a?-f 1) = ®p, 
und dieser Gleichung wird zunächst durch x= i und dann durch die beiden 
Werlhe, welche x in (8.) haben kann, entsprochen. 

C. Löset man nun die quadratische Gleichung (8.) auf die gewöhn- 
liche Weise auf, so ergiebt sich ar= — J + y'd;— 1 -j-®/^) oder 

10. :r = ^=±±4®^~3).. 

Diese beiden Werthe von x, welche (10.) ausdrückt, sind also die beiden 
dritten Stnmmwurzeln ]> I aus 1 zu p. 

D. Geht nun p — 1 mit 3 auf, und mithin, da j9 — 1 immer gerade 
ist und folglich zugleich mit 2 aufgeht, mit 6 (§. 26.) 9 so dafs p von der 
Form /^ = 6n-f 1 ist, so giebt es nolAwendiff ganzzahlige dritte Stammwur'» 
zeln aus 1 zu p; denn es giebt deren nach (§. 58. I.) für Jeden Theiler J 
von p — 1, also hier auch fflr J = 3. Daraus folgt, dafs der Ausdruck in 
(10.) von X ganze Zahlen geben mups. 

E. Dieses aber ist nicht anders' möglich, als wenn ®p — 3 ein Quadrat 
und folglich — 3 ein Quadratrest zu p ist. Denn wäre &p — 3 nicht ein 
Quadrat, für kein ® , so wäre (3p — 3 eine trratiwuile und folglich x keine 
ganze Zahl. Also mufs nothwendig nach (1.) 

11. «» = ®/> — 3 
und also in (10.) 

12. »=^^ 

sein. 

F. Mehr, als dafs ®p — i ein Quadrat z sei, ist aber auch in (10.) 
nicht nöthig, um die beiden Werthe von x zu ganzen Zahlen zu machen. 
Denn der Gleichung (11.) thut auch ebensowohl p — itr als z ein Gentkge; also 

1 + 2 

ist auch in (10.), ebensowohl wie in (12.), a? = — 5=— ist, auch 



13. 



l±(p-z) 



2 

Ist nun z ungerade^ so sind in (12.) «—1 und —z— i = - (^ + 
beide gerade ^ und folglich sind x zwei ganze Zahlen. Ist z gerade, so ist 
p — z ungerade, und es folgt auf dieselbe Weise, dafs dann die x in (13.) 
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zwei ganze Zahlen sind. Es ffll (12.) für den ungeraden, (13.) für den 
jferadenWerÜi von z; und so geben denn auch die beiden Gleichungen (12. 
und 13.) nicht etwa vier verschiedene Werthe von x, sondern nur dieselben 
zwei Werthe. Denn ist in (12.) z ungerade, so mufs man für (13.) den 
geraden Werth von z nehmen, welcher p — z ist, und dadurch reducirt sich 

(13.) auf a? = Izl^iPsJPir^ = -=^^ , welches Dasselbe wie (12.) ist. 

Ist in (13.) z gerade, so mufs man für (12.) den andern, ungeraden Werth 
von z setzen, welcher p — z ist, damit so alle verschiedenen Werthe in Rech- 
nung kommen; und dadurch reducirt sich (12.) auf a?= "" ""i -^^-^— ; welches 
Dasselbe wie (13.) ist. 

Bis hierher folgt also, dafs für Stammzahlen p:=i^n-\-\^ —3 noth* 
wendig Quadratrest sein mufs und dafs dann 

14. x-i = \{z — {) oder i(/^ — «— I) 
und x^ = —\{z-\-\) oder —\{p — Z'\'\)^ oder, was dasselbe ist, 

15. ;r3 = p-k{z^\) oder p-^{p-z^\) = ^{p-\-z-\) 
die beiden dritten Stammwurzeln aus 1 zu /i sind; wie es (I.) und (III.) behauptet. 

G. Femer sind die 6ten Stamm wurzeln x^^ aus 1 zvl p^ da 3 eine 
8tammzahl ist, nach (§. 66. VI.) =zp — z. Man findet sie also, wenn man 
die x^ (2. und 3.) von p abzieht. Dieses giebt die Ausdrücke (IV. 4. und 5.) 
von Xq. Die sechsten Stammwurzeln aus 1 zu j9 sind, wie (4. und 5.) zei- 
gen, um 1 gröfser als die dritten. 

U. Ist p von der Form 6ii — (, so geht p — 1 ==6n — *2 nicht mit 
3 auf, und folglich giebt es für p=6n — 1 keine dritten Stamm wurzeln aus 
\ xa p. Es gäbe aber dergleichen vermöge ^(10.), wenn —3 auch für die 
Stammzahlen p = (jn—l Quadratrest wäre. Also kann —3 für solche 
Stammzahlen kein Quadratrest sein. Und da nun Jede Zahl entweder Quadrat- 
rest oder Nichtquadratrest ist, so ist — 3 für alle Stammzahlen p=fin—l 
nothwendig Nichtquadratrest; gemäfs (I.). 

/• a. Nach (§.50. I.) sind für Stammzahlen /^ = 4ii-f i, für welche 
also p — \^ mit 4 aufgeht, die zeichenfreien Werthe der positiven und der ne- 
gativen Quadratreste dieselben. Nun ist — 3 Quadratrest zu den Stammzahlen 
p=6n4-l (L)) f^ welche p—i mit 6 aufgeht. Geht also Z'— 1 mit 4 
und mit 6 zugleich auf, so ist auch -f ^ Quadratrest zu p. Jenes ist der 
Fall für /^= 12/1 -f i; also ist zu den Stammzahlen p=12ii-f I9 -f^ Qua- 
dratrest; gemäfs (IL). 



158 ^'* Encyklopädie der Zaklp^ihwrie. %. 68. Form. 16 — 19. 

h. Eben so sind nach (§.50. I.) für StammzaUen p=i^n'\-{^ fflr 
welche also p — 1 mit 4 aufgeht, die zeishefifreien Werlhe der positiven und 
der negativen Nidktyuadratrente dieselben. Nun ist — 3 Nichlquadratrest zu 
den StammzaUen p = ^n — \ (L), fQr welche p-\-\ mit 6 aufgeht Geht also 
p—t mit 4 und zugleich P'\-\ mit 6 auf, so ist auch '\''i NichtquadralreMt 
zu p. Jenes ist der Fall fflr /^=12n-fJ>: also ist zu den Slammzahlen 
^=l2ii-|-5, -fS Nichtquaäratrest; gemifs (IL). 

c. Nach (§. 50. IL) sind fflr die Stammzahlen /i=:4it— 1, fflr welche 
l^-f-1 mit 4 aufgeht, die zeichenfreien Werthe der negativen JSücktquadraU 
reate die positiven Quadratreste. Nun ist nach (L) — 3 NichtquadratreH 
zu den Stammzahlen ;i = 6n— I , fflr welche p'\'\ mW Q aufgeht. Geht also 
p — 1 mit 4 und mit 6 zugleich 9xX^ so ist 4*3 Quadratrest zu p. Jenes 
ist der Fall fflr p ^="12n—l: also ist zu den Stammzahlen p =12n — 1, 
-f 3 Quadratrest; gemSfs (IL). 

d. Endlich sind nach (§.50. II.) fflr die Stammzahlen j9 = 4ii — 1, 
fflr welche p-\-l mit 4 aufgeht, die zeichenfreien Werthe der negativen 0titf- 
di'atresle die positiven Nichtquadratreste. Nun ist nach (I.) — 3 Quadrat^ 
rest zu den Stammzahlen ;i =6»-^1, fflr welche also p — 1 mit 6 aufgeht. 
Geht also P'\'t mit 4 und zugleich p—\ mit 6 auf, so ist «f 3 Nichtqua- 
dratrest zu p. Jenes ist der Fall fflr p=.l2n — 5: also ist zu den Stamm- 
zahlen /i = 12« — 5, -[-3 J^chtquadratrest; gemflfs (IL). 

Zweiter Beweis von L und IL K. Nach dem Cregenseitigkeits^ 
gesetze ßlr Quadratreste (§.49. IL) sind zwei Stammzahlen p und q zu 
einander zugleich positiver Quadratrest oder positiver Nichtquadratrest, wem 
p und q nicht beide von der Form 4ii— 1 sind; und zugleich positiver Qua- 
dratrest und positiver Nichtquadratrest, oder umgekehrt, wenn büde von der 
Form 4n — 1 sind. Nach (49. 1.) aber ist, wenn z. B. p Quadratrest zu q 
ist, also in (§.49.1.) die Stelle von r einnimmt, 

16. p^^'^ = ®y-f 1, 

und wenn p Sichtquadratrest zu y ist, also in (§49. 2.) die Stelle von ff 

einninmitn 

17. /^*t^-*> = ®^— I. 

Also im Fall p und q nickt beide von der Form 4ii— i sind, ist nach dem 
Gegenseitigkeitsgesetz : 

18. Zugleich p^'^'^ = ®y-f-l und y*^-'> = ®p-f 1 und 

19. Zugleich p^^i-'^ = ®y— 1 und f»<P-i) = @^_i. 
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Sind p und q beide yon der Form 4fi— 1 , so ist 

20. Zugleich /F*<^-'> = ®y+ I und ^*> =z ®p — l und 

21. Zugleich |>K9-o = ®y_i und y*<^'> = ©/^^-l. 

L. Nun ist die Zahl 3, von welcher man wissen will, zu welchen 
Stammzahlen p sie Quadralrest oder Nichtquadratrest sei, ebenfalls eine Stamm^ 
zahl: es gilt also von ihr, p gegenüber, das Gegenseitigkeilsgesetz und man 
kann sie statt y setzen. Dieses giebt 

a. In (18.) 

22. /i*<^'> = p = ®.3+l: 

also, wenn zunächst p von der Form SC^-f 1 oder 3ii-f 1 ist, so ist nach (18.) 
zugleich 3^''> = ®;i-f I, und folglich ist nach (§.49. I.) +3 Quadratreet 
zu p. Aber es kommt für (18.) zugleich darauf an, dafs p und q nicht beide 
von der Form 4it— 1 sind. Hier ist 3 = q von der Form 4ii— 1, also gilt 
(18.) nur, wenn p von der Form 4ii4-1 ist. Mithin mufs p zugleich von 
der Form 3n-f 1 und von der Form 4ii-|'l sein, folglich von der Form 
l!2ii-f I9 wenn -f 3 Quadratrest zu p sein soll. 

b. Setzt man in (19.) 3 statt q, so ergiebt sich 

23. p^'''> ^ p = &.3—1: 

also, wenn zunächst p von der Form 3® — 1 oder 3n— 1 ist, so ist nach 
(19.) zugleich 3*^'> = ®;f — I und folgUch +3 nach (§.49. 2.) Nichtqua- 
dratrest zu p. Aber es mufs wieder, wie vorhin, p zugleich von der Form 
4n-f 1 sein, weil ^ = 3 von der Form 4n — 1 ist und, wenn (19.) Statt 
finden soll, p und q nicht beide von der Form 4it— 1 sein dürfen. Also 
mufs p von der Form 3ii— I und zugleich von der Form 4114-19 also von 
der Form 12ii4-5 sein, wenn -|~3 Nichtquadratrest zu p sein soll; denn 
zu 12ii-f-5, 1 addirt, geht mit 3, und t davon abgezogen, geht mit 4 auf. 

c. Setzt man 3 statt y in (20.), so ergiebt sich 

24. /^H3-i) = p ^ ®.3-j-I, 

also, wenn zunächst p von der Form 3n-f 1 ist, so ist nach (20.) zugleich 
3Kp-o_®^_ 1^ also nach (§. 49. 2.) +3 Nichtquadratrest zu pj aber 
nur insofern p zugleich, eben wie y = 3, von der Form 4ii — 1 ist; der 
Bedingung für (20.) gemäfs. Wenn also p von der Form 3n-[^l und 4ii— 1 
zugleich ist, so ist -|~3 Nichtquadratrest zu p. Dieses giebt die Form 
12n — 5; denn 1 davon abgezogen geht mit 3, und I dazu addirt, mit 4 auf. 
• d. Setzt man endlich 3 statt q in (21.), so ergiebt sich 
25. p^'-'^ =;, = ®.3-l, 
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also, wenn zunAebst p von der Form 3ii — 1 ist, so ist nach (21.) zugleich 
3Kr-i) = ®^^l^ also nach (§. 49. 1.) -j-3 Quadratrest zu pi aher nur 
insofern p zugleich, eben wie y = 3, von der Form 4ii — 1 ist; der Bedin- 
gung für (21.) gemäfs. Wenn also p von der Form 3n— 1 und 4ii— I 
zugleicli ist, so ist -f~3 Quadratrest zu p. Dieses giebt die Form 12ii — 1^ 
denn, 1 dazu addirt, geht mit 3 und mit 4 auf. 

e. ZAuiOtnmen also ist nach (o. und rf.) und nach (b. und c.) 

26. Yi Quadratrest zu /;, wenn /? von der Form l?n-fl oder I2ii — 1 ist und 

27. -f ^ Nichtquadratrest zu /?, wenn p von der Form 12» f-5 oder 1 7n—b ist ; 
gemäfs (IL)« 

jM. Zu welchen Slammzahlen /7, — 3 Quadratrest oder Nichtquadrat- 
rest sei, kann man auf den Grund dessen, was so eben fQr -{-3 gefunden 
worden ist, aus dem Lehrsatze (§. 50.) abnehmen. 

a. Nemlich, nach (§. 50. I.) sind die zeichenfreien Werthe der posi- 
tiven und negativen echten Quadratreste und Nichtquadratreste für alle Stamm- 
zahlen p = i^n-\-\ dieselben. Von der Form 4it [- 1 sind in (26. und 27.) 
die Formen I2n-|-I und 13n-} 5. Also ist zu p=l2ii-f I, eben wie -f 3? 
auch —3 Quadratrest, und zu /i== l2ii-j-5, eben wie -| 3, auch — 3 Nicht- 
quadratrest. 

b. Nach ($.50. II.) geben für alle Stammzahlen /7 = 4ii — 1 die po- 
sitiven Quadratreste die zeichenfreien Werthe der negativen Nichtquadratreste und 
die positiven Nichtquadratreste die zeichenfreien Werthe der negativen Quadrat- 
resle. Von der Form 4n— 1 sind in (26. und 27.) die Formen 12n— 1 
und 12 n — 5. Also ist zu ;>=12ii— I, —3 Nichtquadratrest und zu 
;i=l2ii — 5, — 3 Quadratrest. 

c. Zusammen also ist zufolge (a. und b.') — 3 Quadratrest zu p = 
12n-j- I und zu /;=l2ii — 5, und Nichtquadratrest zu ;ti=12ii4-5 und 
^ = 12n— i. Die Form 6n4-l drückt, wenn man 2n und 2n — I statt» 
setzt, 12n-f 1 und 6(2»— l)-f 1 = 12ii— 1 zugleich aus. Eben so drückt 
die Form 6»— 1, wenn man 2»-|-l und 2» statt » setzt, 6(2»-fl)— 1 
= 12» — 5 und 12»— I zugleich aus. Also ist, kürzer: 

28. —3 Quadratrest zu p, weni p von der Form 6»-f 1 ist und 

29. — 3 Nichtquadratrest zu p, wenn p die Form 6» — 1 hat; 
gemäfs (L). 

Man kann indessen die Resultate für —3 auch wie folgt direct aus 
dem Gegenseitigkeitsgeselz entnehmen. 
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N. Da f =3 von dtt Form 4»— 3 ist, so gdten (18. und 19.) 
mir für ;i»4ii-fl, und (20. nad 21.) iwr f&r fs=4fi~l. 

o. bt BUB pt=si4tn-\-iy so Ist ^(;i~1)bs^.4iibb:2ii dne £i«rade 
Zahl, also ist (- 3)K^'> = C+ 3)K^'>. Für «Be ;», welche «iw Form 4i»-|-l 
4a6«R, kann man also —3 statt -|-3 setsen: also so allen den psBs4n-^i, 
n welchen -)-3 Qoadratrest oder Ißchtqaadratrest ist, ist es andi —3. la 
iL, tu) ist /»=4fi-|-l, nnd -f3 ist Quairafy'ert m |»:=12ii4-l, also ist 
andi —3 Qtuubratrut n p i= 13i»-{- !• 

In (L. 6.) ist ;»==4ii-|-l nnd -^-3 Ntcht^adnOrett Ma p^ t3n-f 5, 
also ist anoh — 3 Nicbtqnadratrest an |»=:12fi-f5. 

b, Jttp=^in—i, solst i(p^t}=^(An-'U)^2n—l eine «n- 
^«rmTe Zahl, also ist (— 3)K^'> = — (+ 3)»ö'-'>, nnd folgüoh ist, wenn (4-3)»<^> 
= ®;»-fl ist, (— 3)K^'>=sa);»— 1; und umgekehrt. Zu aUen p^in—i 
also, m welchen 4*3 Qnadratrest ist, ist —3 Nicbtqnadratrest; und umg^rtrL 

In (L. e.) ist ;»=4ii— 1, und -f 3 ist SiektfuadraireU su pss 12ii~5; 
also ist —3 QuadralrMt ta p = i2u—5. 

In (L. i<:) ist ;i:=4i»— 1, nnd -f 3 ist Quadratrut su f «= i2N— 1; 
also ist —3 Niektquißdrafy'ett n |»esl2ii— 1. 

c. Zusammen also ist hier nach (o. nnd 6.) —3 Quairabr«$t sa 
^8s=13fi^1 nnd ;i=:12fi— 5 und NicktquadratreH an ;i==12ii-{-5 und 
|»s=: 1211—1; eben wie in (Jf. c). 

Anm. 0. fii (A und C) kommt eine Anwendnng der Auflösung 
dner gewöhnUdien algebraischen Gleichung auf einen Zahlensatz Tor; in dqm 
swrtten Beweise eine Anwendung des Gegenseitigkeitsgesetses. 

$. 69. 
Lehrsatz. 

L -f 5 w/ Quaäratrett »u allen Stawuntakhn p=:lOn-|-l; 
Jedoch mekt zu tUesen oUdn. Be iH al$o, wenn man 

I. a» «BS ®p-f 5 
tUMt, wo % 4ie «um WertAe % und p— s oder -f-s und — s hat, z eine 
ganze Zahl >0 <t—i. 

TL Femer ist dann auch für Ha beiden Werthe von z in (1 ) 
2. 2z— 10 Quadratreel zu i^, für p = 10n-f 1, 
nicht aber f»r andere SUmmzahUn} eo daß aleo, wenn man für die 
beiden Werthe von z, hier für ps=:10n-|-l, 

CnllA*tJoainlf:d.M. Bd.xxyin.BMia. 21 
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3. y' = ®p+2« — 10 
setzt, wo y wiederum zwei Werthe y umf p^y oder -f y wid -*y hat, 
fOr jeden der beiden Werthe von %. also zusammen vier Werthe, auch y 
etii€ ganze Zahl >> und <[ p — 1 ist 

ni. Die vier fünften Stammwurzeln aus 1 mi p sind' 
4 ^ _ ®P~i+«+y 

wenn man Jeden der beiden Werthe von z in (1.) je mit den bmden zu 
den andern Werthen von % gehörigen zwei Wer/hen von y in (3.) 
verbindet 

IV. Die vier zehnten Slammwurzeln aus 1 «tf p sind 

0. Xio = p — X5. 

Beispiel Es sei ;^ = 61, so ist nach Taf. I. f&r (1.): 
6. « = -f26 und -f35 =p — 26, also ar = -}-26 und —26. 
Dieses giebt in (3.) 9 Taf. I. zufolge, 

7. / = ®;f-j-2.26— 10 = ®|p+42, also y=l5 und 46=p — 15 oder 

y = + l5 und —15 fftr «=+26, und 

8. y^ = ®p— 2.26— 10=®|i-f60, also y=ll und 50 = p — II oder 

y=4-l! und — U für i^==~26. 

Die beiden Werthe von y ftlr den Werth -f- 26 von z sind also -{-15 und —15, und 
die beiden Werthe von y für den Werlh — 26 von z sind -f ^ * ^"^^ —II. 
Dieses giebt zufolge (III.) für die vier Werthe von ^5: 
(4 ^ — ® y-l+26 + ll _ ®/i-f36 _ ^ 

o ^ _ ®y — 1 + 26— 11 ®p + 14 2.61 + 14 136 _ ... 

^. a?5 — 4 — -^1^ = 4 = — _ J4i 

' Q ^ ®;>-l — 26 + 15 ®;> — 12 4.61 — 12 232 .^ 

d, a?5 ' 4— = — 4 — = —4 = -4- = ^ö; 



- _ ^^—1—26—1 8 _ ®y-42 _ 2.61—42 _ 80 _ ^^ 

4. 0^5 — 4 — —^ — ^ _ — _ ^ü; 

und 9, 34^ 58 und 20 sind, wie Taf.I. zeigt, die vier fünften Stammwurzehi 
aus t m p. 

Nach (5. 10.) und nach (9.) ist 
10. /f— a?=61— 9:;=:52, 61-34^27, 61—58 = 3 und 61—20 = 41, 
und 52, 27^ 3 und 41 mnAj der Tafel zufolge, die vier zehnten Stammwur-. 
zeln aus t za p. 
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Beweis. A» Für die. fOnfken Stammwimelii ans 1 jni p ist 
11. a* = ßp^l. 
Von den fBnf ganzsahligfen Wertben. >>0 nnd <iPß welche x fOr diese 
Gleiclinng nacli (§.54.) haben kann, nnd Ton welchen x=ii einer ist, sind 
die vier andern, >>1, nothwendig die fünften Stammumrzeln aus 1 zu p, 
weil vier Zahlen 1, 2, 3 und 4 mit 5 keinen Tbeiler > 1 gemein haben und 
also, sobald p — 1 mit 5, oder, weil p— 1 immer gerade ist, mit 10 aufgeht, 
und folglich p yon der Form lOn-j-l ist, nach (§.68. 1.) vi^ Stammwurseln 
und folglich rt«r Werthe von x>\ Statt finden müssen, die der Gleichung (11.) 
^enugthun und die also die vier andern ganzsabUgen Wurzeln der Gleichung (11.) 
sind, welche es aufser x=i geben kann und fflr /y = 10ii-|*l geben nfu/i. 

B. Diese vier Wurzeln der Gleichung (11.) >\ sind die der Gleichung 

12. a?*+a?»+a?^+ar+l = np; 
denn (il.) giebt 

13. a^-\ = (a^-OCar^-far'+ar^+ar+l) = &p, 
und dieser Gleichung wird durch x ^=t und dann durch die vier andern 
Werthe, welche x in (12.) haben kann, entsprochen. 

C. Dividiri man (1^0 d^cb o^, so ergiebt sich 

14. arH^+l+v + ^ = 5-'^- 
Setct man hiermf 

welches ii' = a?»4-2-f-^, also a?*-)-^ = ii'— 2 giebt, so ist (14.) soviel al» 

16. ««-f«-l ^^.;,. 

D. LOset man diese Gleichung zweiten Grades aaf die gewöhnliehe 
Weise auf, so findet sich «=— i±|/(i + l— ^.;») oder 

17. 2« = -I±y(5-^.,.). 

Feraer pebl (15.) x^^X^iux oder 

18. ;r»— «4P-f-l = 0. 
Loset man auch diese Gleichung zweiten Grades anf, so findet ridi x^^ 

-fiKlVCitt* — t) oder 

\%, l^sf =s 2ii±^(4«'-16), 

21 ♦ 
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und hierin den Werth von 2« ans (17.) gesMst, 

4«=-l±/(5-^.f)±/[lT2/(5-^.,r)+5-^.|r-l6]oder 

XV. dP aas — . 

4 

E. Nvn mob dies« Ansdradi von 4P nothwMidig für |»s= lOi»-{-l 
«MT f w yy J MBf Wwihe feben, wdl dann vier ganuahlige Stannnwnneh 
« > 1 aus t m ;» Statt finden. 

Diese« ist snnidist nicht andws mögBoh, ab woin das nnbebonte 4m 
in (14) mit «* mufytkti denn wire das nicht der FaD, so wire in (20.) 

^(S-r |rP) «^« MrraAomakcMt oder doch ein Brwks nnd Ahnfiches wire 

/[— ^ ;»- 10+2^(5—-^ .|»)]. Es nnife also — ~ irgend eine^«N*« 
Zahl ® sein. Dadareh redndrt sich (2a) anf . 

^. Ahw aaeh hier kann x nicht andws «ine gmma» ZaU sdo, als 
wenn ®p-\-h iiyend ein QmmirtU s*, also nach (1.) 

22. e ^ ®i»+5 
ist; dem wire das nicht, so wire wieder in (2.) yd&pi-S) ehe Irrffauay 
««AI and y[®|»— 10+2 /(@;i-^ 5)] wire es ehenfUDs. 
Dadareh redndrt sich dann (21.) anf 

23. x= ~*±»±»^(«y-^0T2s) 

€». ffier ist wiedemm aas doisdbai Grind« nftthig, dab nach 
G|»— 10T2s, oder, da fftr s in (22.) sowohl -\-z ab — s geseirt werden 
kau, ef-(-2«— 10 iifcnd dn ^Mintf /, folgüeh nach (3.) 

24. y* == 0|»+2«— 10 
sei; so dab abo nach (3.) nothwendif aaoh 2»— 10 Qmmirmltt$i n p hL 
Dar«h(34.) ndadii riahCB.), wdl noch » sowohl -f s ab — » and r «o- 
waU -fr >^ —r «ndr«ckt, aaff 

a. Die OeidM« (».) giehl 

96. 4«=— l+«+y. 
Akw waM « der CHiUmj (IS.) fcvf ttitt, so that es aadi ®f +' 
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Also kann man aiidi statt (36.) 

27. 4(@p + *) = -l+«-f-y 
setzen, oder anch, wenn man — @ statt 4® schreibt, 

28. — @;»-f-4a: = — I +«+y, 
ond dies giebt sdiliefsHeh 

welches der Ausdnick (4.) der vier fünften Stammwurzeln ans t m p ist. 

/• In (29.) o^er (4.) mufs jeder der beiden Werthe, welche z in 
(2.) oder(l.) haben kann, deshalb je mit den beiden zu den oitifam Werthen 
von z gehörigen zwei Werthen von y in (3.) oder (24.) verbunden werden^ 
damit fOr Jeden Werth von x^ in (4.) immer alle die verschiedenen Werthe 
von z und y in Rechnung kommen. 

K. Was in (10.) von den vier zehnten Stammwurzeln aus 1 zu p 
bdiauptet wird, ist unmittelbar (§. 66. VI.) gemfifs. 

L. BekAme x in(?l.) dadurch allein, dafs 4^5 Quadratrest zu p ist, 
ganzzahlige Werthe, so mflfsten nothwendig deshalb allein fünfte Stamm-* 
wurzehi aus 1 zu /r Statt finden, und da dies nur dann der Fall ist, wenn 
/r— 1, aufsermit 2, mil 5 aufgeht, also /i=10it-|-1 ist, so wAre der Umstand, 
dafs -f^ Quadratrest zu p ist, auf die Stammzahlen p= 10» -fl beschrankt, 
und keine andere S(ammzahlj9=:10it-f 3, oder j9 = iOit— l,oder/^ = 10n— 3 
konnte -f 5 zum Quadratrest haben. Aber dies ist nicht der Fall. Dafs -f ^ 
Qnadratrest zu p ist, reicht in (21.) nicht hin, sondern es mufs aufser -|-5 
auch noch 2:^^—10 Quadratrest zu p sein. Deshalb ist dann der umstand, 
dafs 4"^ Quadratrest zu p ist, nicht auf die Stammzahlen p=^ lOn-j-l be» 
schränkt, sondern auch andere Stammzahlen können -f 5 zum Quadratrest 
haben; wie in (I.) bemerkt. 

üf. Haben aber andere Stammzahlen als ;r=10ii-{-l zum Quadrat- 
rest 4*5, so kann zu ihnen 2«— 10 meht Quadratrest sein; denn wäre das, 
so bekäme x in (21.) nothwendig ganzzahlige Werthe, und folglich fftnden 
nofhwendlg auch für soM^ Stammzahlen fOnfte Stammwurzehi aus 1 zu ;» 
Statt; was nicht der Fall ist, da fDr ;f=lOfi— 1, 10it4-3 und lOn — 3, 
p-*l nicht mit 5 aufgeht Dies wird in (II.) bemerkt* 

Zu /t =29 8. B. ist 4^5 Quadratrest und zwar zu z s=\\ und 18. 
jjierln2«— 10 = 2.11 — 10=12, =2.18—10=26, =2.-11 — 10 
— — 32=©/f4-26 = 2.-18-IO=-4e = ®;f4-12 sind 12 und 26 
mcM QuAdratreste zu jp=29. 
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Anm. N. Man könnte hier wieder, fihnÜqh wie im vorigen ParagrajA, 
yermittels des Gegenseitigkeitsgesetzes fiBr Qnadratreste finden, welche Form 
p Iiaben raofis, damit -{-5 oder aucli -*5 Qnadratrost odw Nichtquadratr^st sa 
p sei. Weiter nnten kommt indessen ein alißemeiner Satz vor Ober die Formen, 
welche eine Stammzahl p haben mufs, damit eine beBetiße gegebene positive 
oder negative Zahl a? zu ihr Quadratrest oder Ißchtquadratrest sei. Die An- 
wendung des Gegenseitigkeitsgesetzes auf den gegenwftügen Fall ^ = ±5 
kann also unterbleiben. Im vorigen Paragraph gab die Anwendung desselben 
auf ^= + 3 schon das nöthige Beispiel. In dem gegenw&rtigen und dem vo* 
rigen Paragraph kam es nur mehr auf die Ausdrflcke der fünften und dritten 
Stammumrzeln aus 1 zu ;r an. 

§• 70. 

Aufgabe. 

Die Reste, welche bleiben, wenn man die 2ten, 3ten, 4ten o. s. w. Po« 

tenzmi einer beliebigen Zahl t durch eine andere gegebene Zahl a^z dividirt, 

ohne Multiplication und Division, blofi durch Addition und Subtraetion lu finden. 

Beispiele für die Auflösung. 

L Es sei 

i. z ^ t, a «= 33, 

2. 123 4 5678 9101112131415161718192021222324252627-2829503132, 

3. 612182430 3 9152127 612M2430 3 9152127 612182430 3 9152127« 

4. 6 318 9212730152412 6 318 9212730152412 6 ßl8 9212730152412 6 3. 

n. Es sei 

5. tr BS ]5, a s= 41, 

6. 12345678 91011 12131415 16171819202122 232425262728293031 323334353637383940, 
7.1530 41934 823381227 11631 52035 924391328 21732 6 21 36 10:^5 401429 318 33 722 371126, 
8.1520133114 5341824322925 6 8383722 230 4026 2128102736 72317 912163533 3 4193911 1. 

in. Es sei 

ft ^ = 23, a = 4l, 

10. 12345678 91011121314151617181920 2122232425 26272829 30 3132 3334353637383940, 
11.23 5281033153820 225 7301235174022 427 932143719 124 6291134163921 326 831133618, 
12.233731164018 41025 1233731164016 41025 1233731164018 41025 1233731164018 41025 1. 

Auflösung, mit Beweis. A. Man schreibe die natäriichen Zahlen 
1, 2, 3, 4 bis zu a—t in eine horizontale Zeile (2. 6. 10.). Unter 1 setM 
man die Zahl z (:=6« i5, 23), von welcher die Reste der verschiedenen Po- 
tenzen verlangt werden. 
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Man addire «r m aich selbst und setae die Summe, im Fall sie a nicht 
Oberstagt, wie 12 nnd 30 in (3. und 7.) 9 so wie sie ist, im Fall sie aber a 
Obersteigt, wie in (11.)) wo sie 46 ist, nadidem davon a abgezogem worden, 
den Rest (5 in (11.)) nnter ?. 

Zu dieser Summe addire man abermals % und setie die neue Summe, 
im Fall sie nicht a Obersteigt, wie 18 und 28 in (3. und IL)? selbst, und 
im Fan sie a Obersteigt, wie in (7.) 9 wo sie 45 ist, nachdem davon a ab- 
gwogen worden, den Rest (4 in (7.)) unter 3. 

Dasselbe Verfahren wiederhole man und setze das Resultat unter 4, und 
so fort, bis xu «^1. 

Wie leidit lu sehen, enthalt dann die zweite horizontale Zeile (3. 7. 
und 11.) die 1, 2, 3, 4, ....fachen der Zahl zf und zwar entweder diese 
Vielfachen selbst, oder die tUste, welche bleiben, wenn von den Vielfachen a 
so oft abgezogen wird, als es angeht. 

B. Nun ist die Ite Potenz von z, z selbst Man schreibe z (=6, 15, 23) 
in eine dritte horizontale Zeile (4. 8. 12.) unter die 1 der erstmi Zeile (2. 6. 10.). 

Die 2te Potenz von z ist das z fache von z. Man suche dieses zfuche, 
weldies sich nolhwendig in der 2ten Zeile finden rmtfe, weil alie Vielfachen 
von z bis zu n— Ifachen genommen W4>rden sind und z<Ca ist, in der ersten 
ZeÜe auf und schreibe es unter die Zahl 2 der ersten Zeile. In (L) ist z.B. 
das'ee=6fache von 6 aufzusuchen, also 6 in der ereten Zeile. Unter dieser 
6 steht 3, und dies ist ierReet zum 6fachen von 6, also von 6^== «^ Die 
ZaU 3 setzt man daher unter die 2 der ersten Zeile in «die dritte Zeile. In 
(D.) ist das 15fadiio von 15 aufzusuchen, also 15 in ier ersten Zeile. Unter 
15 steht 20, also ist 20 ierReet zum 15fachim von 15, folglich von t5^ — z\ 
Die Zahl 20 also mufs unter die 2 der ersten Zeile (6.) gesetzt werden; 
«fanUch in (IIL). 

Femer ist die dritte Potenz von z das «fache von z^; und da es blofs 
auf den Best zu a ankommt, so ist der Best für die dritte Potenz von z, 
den man verlangt, der Rest zum 2;fachen des Bestes von z\ Denn wenn 
z^=z®a-\'r isl^ so ist Ä*=®a-f ^*=®^'f ^n wenn wieder r«=®ii-f ^1 
ist Man darf also nur den Rest zu «' (3 in (4.)^ 20 in (8.) und 37 in (12.)) 
in der ersten Zeile aufsuchen, so geben die in der zweiten Zeile darunter 
stehenden Zahleii (18 in (3.), 13 in (7.) und 31 in (11.)) das trfache des 
Resfesi.zu z^ und .folglich den Rest zu z^. Man schreibe daher diese Zahlen 
18t. 13 und 31 in die^^dte Zeile (4 8. und 12.) unter die 3 der ersten Zeile. 
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Nach Jtr$«tt*m Regel sadit ma wieder die fOr die Reste dw dien 
Potens Ton 9 so eben geftmdeaen Zahlen 18, 13 and 31 In iet «nUn Zefle 
(2. 6. 4nid 10.) auf imd schrdl»! die imtar denselben in der »wtitm Zeile 
(3. 7. nnd 11.) stehenden Zahlen 9, 31 und 16 in die iritte Zeib nntar 
die 4. Sie rind die Reste xa der vitrte» Potens von er. 

Eben so weiter. 

Die drirn Zeile (4. 8. 12.) enthdt also non die gesnchteB Reste n 
den vertekkdtttem PoUm»€m von », dM«n Bspomtntm in der «rttm Zetts 
darflber stehen. So ist«. B. «nr 25tai Potens. Ton »=^6 der Rest sn «=33 
gemftft (2. nnd 4.) .sa 3t. . Der Rest mr 17ten Potens von «rs= 15 sn ««eil 
ist gemifii (6. nnd 8.) »33; der Rest sv 28ten Potens tos <;«= 33 sn 
« = 41 ist gemifs (10. mid 12.) = IG n. s. w. 

Es lüiden ddi deanach anf soldw Wdse die Reste Ton aUen Poten- 
sen Ton » sn « tk^ dordi Addition nnd Sobtraction, oAim alle ]fnlt^e«li<m 
nnd Division. 

Dw Pntm f&r die Reduuug giebt es mdirere. 

C FOr die »wmt« Zeile ist ee s. R. eine Probe, da6 sn den 3, Sbehen 
n.s.w. ^er Zahl der «r«lM Zeile mch die 2, Sinken n.8. w. der sngeh6- 
rigen ZaUen in der ntomUH Zeile gehören. Z. B, «nier 7 in (2.) steht 9, 
also mvb vnter 3.7=14, 3.9=18 nnler 3.7=31, 3.9>n27 stehen. 

Ferter ist es eine Probe Ar die Mwmit Zeile, d«|k, &■ FaD « nkü 
eine StaninnaU ist, sobald «km sdran da gewesene Zahl in swdien Zole 
wieddrfcehrti jhiieh «tfs fb(fmdtm wiederkehren «iAmm; wie es sich in (3.) 
sdgL D i eeet h a lh brancht man denn aadi die sweite Zefle war so weit sn 
beredinen. Ms flv^ erHt Zahl wiederkehrt; alsdann kehren anch nothwend^ 
die folgMden wieder. Ist « dae St m m a nM, oder aneh nnr eine sn nr Ha». 
ItrfHmM Add, so ist es dne Probe filr die Zahlen der swdten Zeile, dab 
Ihre erste ZäU, nnd «berheopt Mm ihrer Zahlen, wiedetkekren kann, weil 
•De VIdfiMhen einer 2M sa daer aadem ihr theflarfre^en ZaU Ihmt mt. 
9tl»$im9 Reste lassen. In sddmn FaD mAisea dso die ZaUea der sweilen 
Zdle M» die ZaUea 1, 3, 3, 4, .... «^1 sda. 

D. Fir die iritU Zeile ist es eine Probe, daft dw Prmimet sweier 
bdidtigen ihrer Zahlen, darck « dividirt, sam Rest dieZaU geben ssaft, Aber 
wdcher ia der arsleii Zdle die Smmm» deijealgen Zahhn dfeaer Zeile sieht, 
die sich iber den bdden mtt einander mah^Bciriea ZiMen dar drittea Zeie 
beSnden. Dem wenn s. B. s-= 9«+''. «■< sf » 9«+r, ist, so stehen 
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die EiqM>nenten « imd » in der «p«fm Zeile «od die Reste r„ und r. in der 
irittm. Die keiden Gleielningen mit einander nmltiplicirt, giebt aber «"-i-"«« 
90-\-rmr,^ afaM> mnlh nnler der Zelii m-f n der ersten Zeile, eder, warn 
m4-»>«— 1 Hiid m eineiSItemmsoA/ ist, anter m-{-M— («— 1), in der dritten 
Zdle das Prodnel r^r, stehen, nnd wenn r^r,>m und a dne fittemm« 
zahl ist, r. r^—i^mß denn dieZdilen der dritten Z^e sind diellesis n n^ 
nnd von den hAhercn Potenaen Ton » ab der «— Iten fdr dne StamnuaM m 
ist schon die «te der Iten gleich, weil dann nach dem Fermatsdiett Ldir^ 
satB ftaJUt» 9, «*-*s=s®;»-f.l tot, so daft also die (m-f-»~(«— 1))ten 
Potensen dieselhen Reste haben wie die (»— n)len. Z. B. nnter 8 in (KK) 
steht in der dritten Zeile 10 nnd nnter 17 ateht 4, also nmib nnter 8-{- 17 ^ 25 
in der dritten Zeile 10.4=40 st^en; md so ist es andi. Unter 14 in (6.) 
steht in der dritten Zeile 8 vnd nnter 37 steht 19, also mni^ unter 14-|-37 
1^51 «0141 -(-11» mithin nnter der 11 der ersten ZeOe 6.19 «152« 
3.414-29, also 29 stehen; was anoh der Fall isL 

Femer findet fOr die driU» Zdle auch eine «hnBche Probe Statt, wie 
für die sweite. Nemlicfa wenn die «ref« Zahl der dritiMi Zdle loiMfarkdirt, 
so mflssoi auch atte folgmden wiederitdiren; denn wenn s. B. in s"«sb f^p-^-r, 
rss» ist, so ist offenbar «-+»«s®^ -{-«', ar+'a«® /»-}-«» u. s.w., nnd «-+*, 
s*'*'* 0. s. w. lassen also dietelien Reste sn a wie *\ «*, sobald «;" cn « den 
Rest Ton »' giebt. So adgt es sidi in (4. nnd 12.). 

Ist a eine StammMiM nnd z eine der HtmpMmmwurttbt an «, so 
Icann in der dritten Zefle die erste Zahl dersdben gar nicht wiederkehren; 
denn alle Potensen von sr geben dam teitchiedene Reste. Die Zahlen der 
dritten Zeile müssen also in diesem Fall alle die Zahlen 1, 2, 3, ... . a—i 
sein, wie ee sidi aneh s. B. in (8.) neigt Andi mnft, wenn a eine Stamm- 
aahl ist, unter a— 1 der ersten Zeile, dem FermatsehM Lehrsatae gemib, in 
der dritten Zdle immer 1 stehen. 

$. 7t. 

Aufgabe. 

Die Reste sn bereehnm, wddie Udb«i, WMn man ehia vnd die- 
selbe, s. B. die de Potens der Zahlen 1, 2, 3, 4> .... mit der Zahl a dividirt, 
nnd weldie <:a dnd. 

Anflöaung mit Beispielen vnd Beweis, il Es sei ar dne be- 
liebige Zahl, also eine derer 1, 2, 3, 4, ...., Ton welcher die Reste der' 
eten Potent so a gesooht werdra; so eriillt man sonichst den Rest rj der 

CitUe'k l»onal f. i. M. Bd. XXmi. Htft i. 33 
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2Usn PoteiUB von « su äf wenn man z mit sich selbst mnltiplicirt and das 
Pfodnet mit a dividirt Darauf eriifilt man den Rest r« der 4ten Potens von 
X m a, wenn man r, mit sicli. sellist mnltiplicirt nnd das Product durch a 
diyidirt; denn wenn «'=®ö4^r, ist, so ist «*=:(®ii-l-r2y = ®a+^5== 
iia'\'r^. Aus gieiehem Grunde erhAlt man den Rest r^ zur 2' = 8ten Po- 
tenz von z sa a, wenn man r« mit sich seUbst mnltiplicirt und das Product mit 
a dividirt Und so weiter die Reste r^^ ^n^ r^^^ *... der 2Hen9 2Hen etc. 
Potenzen von c zu o« 

B. Nun kann nadi (§• 81.) Jede Zahl blols durch Summirung ver- 
schiedener Potenzat der Zahl 2 zusammengesetzt werden« Welcher also auch 
der Exponent e sein mag, für den man r in 

1. i8j* = &a'\'r 
verlangt: immer ist derselbe die Summe dieser od^ jener^ Potenzen von 3. 
Man darf also nur die vorhin gefundenen Reste derjenigen Potenzen von z, 
dwen Exponenten jene Potenzen von 2 sind, welche summirt e geben 9 mit 
einander multipliciren, so findet sich das gesuchte r in (l.)* Wenn z. ^* 
^=«i4" ^»+^3--- «nd ««i==(Sla^ri, z^^^^a-^-r^^ ««»==®a-fr, eta 
ist, so ist 

und folglich vermöge (1.) r = r,r,r^.... oder, wenn r,r^rj^...:>a ist, 

3. Tir^r,.... = ®9-\-r. 

Geselzt^sei53, seist eÄ32-f 164-44-l = 2*'-f 2*"f 2*-f 2*. Ver- 
langte man also den Rest der 53ten Potenz der Zahl zt=^7 zu tf = ö5, so 
w«re zunächst «'=r =49, «* = 49^=s(55— 6)^ = ®.ir-f 36, «« = 36- 
= ®«+31, «"^=3l*=®a+26, ar" = 26' = ®ii-f 16, und da nun 
e=l+4-f 16+32 ist, so ergiebt sich aus (3.) ®ii+r = 7.36.26.16, 
also r = 2- 

C Nach diesem Verfahren nun berechne man von den eten Potenzen 
der Slammzahlen 2, 3, 5, 7, 11, •...die Reste zu a. Aus den Resten der 
eten Potenzen dieser e= 2, 3, 5, 7, 11, ... . lassen sich die Reste aller übri^ 
gen z durch MuUipIication mit einander finden, weil jede Zahl ein Product 
van Stammzahlen ist. Wären nemlich r^, r,, r,, ...• die för die Stamm- 
zahlen 7^1, pt^ psy *••• gefundenen Reste zu a, so dafs 

4. pl^i^a^r,, pi^®a^r^, ;« = ®«+r,, ... . 
und es warde irgend eine Zahl z durch 



£S. Ene^khpädie der Zählmthtarie. f|. 71. ForoL 5— 8. 171 

bezeichnet 9 so wfire 

and folglich für (1.) 

7. r^®a = r\^rl*rl».... 

Der Rest der e= 53ten Potens von Pi=si7 sni 55=sa war s.B. in 
(B.) rt=2. Fflr den Rest der 53^==eten Potenis yon ;i^«=s3 zn 55 =a 
findet dich r2==48. Ans diesen beiden Resten ri = 2 nnd r^=^48 ünim 
sich also dorch (7.) schon die Reste der #s=s53ten Potenzen zu a von allen 
densr, welcbe(50 ansdrOckt Z*B. für s^sS^ €^ = 2 giebt(50 arr=?7'.3' 
= 3087 nnd (70.«iebt r+®a= 2^.48' = 8.(— 7)^=7; also isl 7 der Rest 
der e = 53ten Potenz von si = 3087 zu a := 55. 

D. Yeriangt man nun von den Zahlen arss 1,2,3, 4, .... Ha zu a 
die Reste der ^n Potenzen za a, so kann man statt (5.) 

9- «r == pl'r\*f^ +®a 

setzen, wo ® so anzunehmen ist, dafs z<Za bleibt. Alsdann lassen sich 
schon aus den nach (B.) berechneten Resten ri, ra^ r,,^. .. f&r wenige 
Stammzahlen je^m /'i) 7^39 *• ••9 j^ selbst schon aus den Resten für eine ein-* 
zelne Stammzahl p, die Reste für viele z finden. 

Hfitte man z. B. nach (B.) blofs für die eine, kleinsle Stammzahl 7^1 =3 2 
den Rest der e = 53ten Potenz zu ä = 55 berechnet, welcher r^ = 5X=® jn — 3 
ist, so giebt derselbe nach (7^ schon allein die Reste zu 2r^ = (— 3)^ = 9, 
1^ = (-3)^ = -27 «=4-28, «♦ = -3.28 = -84= -1-26, «*=-3.26 
= —78 = +32 u. s. w. 

B. Ist a eine Stammzahl und man verlangt die Reste der eten Po- 
tenzen von sr= 1, 2, 3, 4, . . . . a— 1 zu a, so braucht man nach dem obi- 
gen Verfahren nur die Reste fflr die HälflB der z, nemlich nur für « = 

1,2, 3,4, i(A— 1) und also jedenfiiUs auch nur für die Stammzahlen 

<; ^a zu berechnen; denn die Reste fOr die folgenden z, bis zu a, sind nach 
(,%. 55. III.) die berechneten Reste selbst, in umgekehrter Aufeinanderfolge, 
wenn e gerade^ und die Ergänzungen derselben zu a, wenn e ungerade ist. 

23* 
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$. 72. 

Aufgabe. 

Die slmmtlidieB i^ammwmrzelnp also auch die OmiptstmimwurMeln, 
zu einer gegebenen SUmmiMokl p zu berechnen. 

Auflösung mit Beweis und Beispielen. A. Danach(§.63.iy.) 
die Reste der verschiedenen Potensen jeder Haupistammwurzel unmittelbar 
nieht allein die flbrigen Hauptstammwuraehi, sondern auch alle andern Stamm« 
wuneiB f&r alle die Exponenten S geben, die in p*— 1 aufgehen, so kommt 
e» ofenbar nur darauf an, irgend eine der HmqUilammwmrzeln su finden. 
Kemrt man eine solche, so darf man nur die Reste ihrer yerschiedenen Po- 
tenten bis lur p— Iten an p berechnen; was nach ($. 70.) durch blo&e Ad- 
dition und Subtraction, also Mkr Ukkt geschieht, und die Aniigfabe wird weiter 
nadi den Regebi von ($. 63. IV.) ohne viele Mtiie vdlstindig geldset 

0« Aber die Sdiwierigkeil ist, sme der Hauptstaamwandn lu finden, 
l^e dies ohne Venuehe mit Leichtigkeit geschehen könne, ist eine noch nicht 
gdösete Aufgabe. 

C. Ein Mittel, nicht sowohl eine, sondern sogleich alle UimpteUmm^ 
wurzeln akne Versuche su finden, ist frdlidi folgendes; aber es erfordert, 
wmn p grofs ist, m$le Redmung. 

Nach (S*64. nL) echilt man nendich üe HM^titammwurwhi, wenn 
man von den Zahlen 1, 2, 3, 4, ... . |r~ 1 die Reste deijenigen ihrer ?o\einr^ 
wa aneeeUiefet, deren Exponenten Ai, is, X^, .... die in /»— I anfgeheilden 
StammmaUen sind. Man mflftte abk> die Reste r in 

1, t* = i&pJ^r 
f&r alle die « = 1, 2, 3, 4, . . . . f — 1, nnd fbr alle A, weldie in p-^i auf- 
pkieaAe Stammzaklen sind, berechnen; was nach (S-^l.) geschehen könnte. 
Aber diese Rechnung ist sehr weitliuftig, wenn p betridiUich grofr ist Auch 
bfttte man dann erst die Haupütammwurzelnp und mflfste, wenn man auch 
noch die flbrigen Stanunwurzeln verlangt, dennoch nach (J.) noch erst weiter 
die Reste aDer Potenzen einer von ihnen bis zur ;» — Iten berechnen; woraus 
dann nach (§. 63. IV.) die flbrigen Stamm wurzeln sich ergeben würden. 

D. Daher wird man, besonders fflr beträchtlich gro&e p, immer nodi 
Mchter zum Ziele gelangen, wenn man durch Versuche erst hh/if mne Haupt» 
stammwursd su ermitteln sucht Ist diese gefanden, so ergiebt sich nach ( J.) 
unmittelbar und leicht das Übrige. 
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Z« difliai Yenrodes kanii uid wM aun ab» A« AImmUm ZaUm 
2»3,5,6i»7,8r<0^ •••• nehmen, iiielit4> 9, 16 ete., denn dieM sind 0iMuir«^ 
r«U«, vnd kein Qoedmirest itt eine Hanptstunmwnnet ($. 66. ID. «»). 

Debd lassen rieh dann abw nodi einige i» obigen Lebrsitie von 
den Sta mmwurae in nur VMmindemng der Redimng benntien. 

E. Gesetst das gegebene /»sei 

3. ji«s 541, also p-^ 1^540^ 0^.3*. 5. 

Man sotie 

3. «'s« ^P-\-f 
nnd lasse x die yenddedenen Tk»ler von /»— 1 beaeidmen, so daili 
4. «B=24,4y5A9,lO,13,t5,18,3(V27,3Oß6,45,54,6Q»90^1O8,13^180 nnd 370 
ist, so nrafe nadi ($. 66. VII.)« wenn in (8.) « eine Bwyfstew in i i Pt M 'ntet 
das beiikt dne J=s}»~.lte Stanunwond sdn.soü, ersüidi für » »s ^(i».-.!), 
rsB— -1 sdn, nnd swdtens mnft ftr aBo x, die mn* in |»~-1, «SmU in 
^(j»— 1) ansehen, i* weder 4*1 ii^oA —1 sein. Bs nralb da» hier fttr 
^-•is=s540 «mCdist r in (3.) fBr »es 270 gleidi —1, nnd dann nnilk Ar 
»SB 4> 13, 30, 36, 60» 108 nnd 180, wdcbes die x sind, die mir in p—U 
mdU in i(|»— 1) anfgehen, r in (3.) weder -f-1 noch —1 sein. 

Wdite man also non versnchen, ob 9=2 dne Hai^tstammwnntd au 
^ =s 541 sei, so kommt es auf die 4, 13, 30, 36, 60, 108, 180 nnd 370len 
J>Olnis«i von 2 nnd aof ihre Reste an/» an. Es ergiebt ddi 3*sbs 16, 3*ss356, 
3»« 3«.2»= 16.356 =®|r+309, 3*'=3«.3"=356.309=®|»+I18, 
3»= 2"' «309»«®/»+ 194, 3"=3*»==118»=®|»+15, 3"'=2^» 
= 194'«@f+48, V^='J^*=15* = <dp-\-t29. Die Redmong wird 
eridditert, wenn man iPolmarm« Tto/Uii bit; a. B. dltjen^ von Vtya. 
Kdner der Reste an |» von der 4, 13, 30, 3^ 60 nnd 180ten Potens von 2 
ist dso weder -|-1 nodi —1, nnd wenn man nnn nodi 3*^3a3'*'.3*'.2*'.3*.3* 
a= 139.15.118.356.4 berechnet, so ibdet sich 3""=®/»— 1. Alsoist«ss3 
in der That dne der Bm^tstammwurzeln an /»b=54I. 

Man berechne nui nodi die Reste an den verschiedenen Potenaen von 
3 bis an /»— 1b=540 nadi (§. 70.), was durch blofse Addition nnd Snb- 
traction leicht ist, so lassoi ddi wdter ans densdbai nach derRegd ($. 63. IV.) 
die simmtlichen Hanptstammwnradn , so wie die flbrigen Stammwnradn, unmit- 
telbar entnehmen. 

F. Finde sieh, anders wie in dem FaO (£.) fOr /»« 541, dafs 
s s=s 3 nMi eine Hanptstanmwnrad ist, so versndie man die nächste Zahl «r = 3 
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Findetsich, dafii auch 3 keine Hanpistammwiirzel ist, so yersücbe man 0=: 5 n. s. w. 
Aber schon, wenn die swei Zahlen 2 nnd 3 yersncht sind, lassen sidi wieder 
andere LehrsAtze znr Verminderung der weitem Rechnung benntsra* 
Es sei z. B. 

5. ;f = 4l, also p — tss40. 
Hier sind die Theiler x von p — 1 folgende: 

6. X == 2, 4, 5, 8, 10 nnd 20, 

und von diesen geht nur allein 8 in ;i— 1 und nicht in üp — i) auf, also 
kommt es fttr « = 2, nächst 2«^« « 2% nur auf 2* an. Es ist 2* == 16' = 256 
= ®;i-flO. Dies ist zwar weder +1 noch —1, aber 2*<^'>=:?2*" bt 
2>.8 24^10M6»1600=:®/»4-l, nicht ®p~l, wie es sein soll; also ist 
2 nicht eine Hauptstammwurzel zu f =3 41. Man versuche also z = 3. Dieses 
giebt3*=9, 3*«ö81=:®;>— 1, 3»=®;f-fl, 3'«=®|>+1» 3^:=®/^-!; 
abo ist auch 3 keine Hauptstammwurzel zu p=i4t. Aber es ist nun nicht 
weiter nöthig, noch eine andere Zahl für z zu versuchen, denn aus 2^ = 
&p+tOy 2«' = ®/i+l, 3« = ®/>4-l und 3'" = ®;>-.l folgt (2.3)« = 
6» = ®;i+10 und (2.3f — &^=z&p^i: folglich ist 6 nothwendig eine 
der Hauptstammwurzdn zu /i=s4l. 

Man hat also nun nach (§• 70.) die Reste der Potenzen von 6 zu be- 
redmen. Dias giebt: 

7. 12345678 91011121314151617181920 21222324252627282930 31323334353637383940» 
a. 61218243036 1 71319253137 2 81420263238 3 91521273339 4101622283440 51117232935» 
9. 636112527392910193228 42421 3182633 3440 35 5301614 2123122 913 371720382315 8 7 1. 

Die Zahlen in der Reihe (9.) sind die verlangten Reste. 

Nun sind die zu /i— 1 = 40 theiter/remde Zahlen >* 1 folgende: 3^ 
7, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 29, 31, 33, 37 und 39. Zu diesen Zahlen 
in der Reihe (7.) gehören in der Reihe (9.) die Zahlen 

10. 6, 11, 29, 19, 28, 24, 26, 34, 35, 30, 12, 22, 13, 17, 15 und 7. 
Diese sind also nach (§. 63. IV.) die Hauplstammwurzefai aus 1 zu /t = 4r. 

Die Zahlen, welche mit 1, 2, 3, 4, .... 40 zum gröDsten Gemeintheiler 
t^ = 2 haben, sind 2, 6, 14, 18, 22, 26, 34 und 38. Zu diesen Zahlen 
in der Reihe (7.) gehören in der Reihe (9.) die Zahlen 

11. 36, 39, 21, 33, 5, 2, 20 und 8. 
Diese sind also nach (§. 63. lY.) die 20ten Stammwurzeln aus 1 zu ;i. 

Die Zahlen, welche mit 1, 2, 3, 4, .... 40 zum gröfsten Gemeintheiler 
IL^=z4 haben, sind 4, 12, 28 und 36. Diese ans (7.) geben in (9.) 
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die Zahlen 

12. 35, 4, 31 und 23 t 
welches die lOlen StammwurMln aus 1 %u p sind. 

Die Zahlen, welche mit 1, 2, 3, 4, .... 40 cum gröfsten Gemeintheiler 
^=^ = 8 haben, sind 8, 16, 24 und 32. Zu ihnen in (7.) gehören in (9.) 
die ZaUen 

13« 10, 18, 16 und 37; 
und dieses sind die 5<en Stammwnneln aus 1 cu p. 

Die Zählen, weldie mit 1, 2, 3, 4, .... 40, sum gröfsten Gemeintheiler 
£^ = 5 haben, sind 5, 15, 25 und 35. Zn ihnen in (7.) gehören in (9.) 

die Zahlen 

14. 27, 3, 14 und 38; 
und dies sind die 8ten Stammwurzefai aus i n p. 

Die Zahlen, welche mit 1, 2, 3, 4^ 40 zum grOfsten Gemeintheiler 

2=-!« 10 haben, sind 10 und 30. Zu ihnen in (7.) gehören in (9.) die 
Zahlen 

15. 32 und 9; 
und dieses siikd die 4ten Stammwnneln aus i su p. 

Endlich Ist p— 1 = 40 die 2te und 1 die erste Stammwurzel aus 1 
SU p. Also sind auf diese Weise alle Stammwurzeb aus 1 zu /i vermittels 
der einen Hauptstammwnrzel 6 gefunden worden. 

' G. Meistens wird schon der Versuch von weniger kleinen Zahlen f&r 
z hinreichen, um eine der Hauptslammwurzeln zu entdecken, und die fibrige 
Rechnung ist dann nach der obigen Art leicht; so dafis also diese Art der 
Auflösung der Aufgabe meistens ohne zu grofi»e Mfihe anwendbar ist. 

Nach ihr ist die Tafel im 9ten Bande dieses Journals S. 36 — 53 fOr die 
Stammzahlen bis lOl berechnet worden. Zugleich giebt diese Tafel die Reste der 
Potenzen von 1, 2, 3, 4, .... j9 —1, deren Exponenten die in p — t aufgehenden 
StammzahUn sind, an; auch noch, bis zu ;Er=:29, die Reste der Potenzen 

von 1, 2, 3, 4, p—\ fOr alU Exponenten von 2 bis ;»— 1, nebst den 

Werthen von zr, zu welchen die Reste gehören. Da die Tafd fiberall die 
positiven Quadratreate angiebt, so kann man daraus nach (§. 45.) auch un- 
mittdbar die negatwen Quadratreste, so wie die positiven und negativen Nichts 
ifuadratreate entndkmen. Die weiter folgende Tafel giebt an, zu welchen 
Stammzahlen von 3 Us 101 die Zahlen 2, 3, 4, 5, — 100 Hauptstammwur- 
zein sind« 
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Andere Beweise des Wllsonsehen Lehrsatses (S«48.), nemlioh: 
Dal^ lOr jede StammsaU j» > 1 das Prodaet 

1. t.2.3.4....(|»— 1) e= ©jr— I 
ist 

Zweiter Beweis, durch Qaadratreste undNichtqaadratreste. 
J. Mas setse 
2 (^~l)»«®j»+r„ (;»-2)««Ö;r+r„ (f-3J»«=«/»+r„ ... 

.... i(|»+l)*-=®^+r,(^i). 
Die r in (9.) sind «M« Tersofaiedencn QmubrmirefU an |» (§.45. 5. und 6.). 
Die CHeiehttiKMi 

8. i«s=®jr+r,, y— »©;r+r„ 3* = ®/»+r,, 

gaben rfia i Wtoi r, waan nneh in Tetsdiiedener AnfeinanderfDlft (f. 45. 5.) 

B, Nnn ist das IVmivel eines QumirütrMit» nnd eines i W af W f twrfn rf- 
r«ite» ein NkktpmdnOrtit ($. 58. IV.). Maltiiilieirt man also a. B. 1**= 
df+r, mit irgend dnem IiüeitpiMirairtti f«, so eriiih man ^«.1'»=: 
Of +fM wo f, irgend ein N kAl pia inUMii ist Mnitiplicin man2'ss®f -f« 
mit rfaw sa r tai i Miefclfnadralreat ^., so ist in ^«.2*«b©/»-|-^, «, irgend ein 
mUnt mdttqaadratreat nb p«, weil r, ein mtitm r als rg ist U. s. w. 
Abo wenn aun «llt die CBeidnngen (8.) ndt «in«» wU im»0»0m NIeht- 
^joadratreat p« rnnhifliflirt, so eridlt nnn dordi 

4. »«.l*-»«|»+f„ fb.2'««^+ft, ^.3««=©|»+en • •• 
.... fmiP'-iT'^^P+fu^ 
iip—i) V0r$ d kk dm$ nad folgiidi n«s JBdtefirmihrfraK^ », iadem.ea deren 
nnr i(j»— 1) giebt, nemUeh so viele als Qtudr&tmU r, 

C. Mnitipliflirt man nnn die simmUidMin Glaichnngea C4.) in einander, 
ao eigiebt aidi 

6. e»r*>0.2.3.4....i(;r~l))« « ®F+P»^«,....?»-„. 
Nnn ist ttaj9im NkAtpmäraIrmt p, naeh ($.49. 8.), 

ab« giebt (5.) 

(«F-t)C».2.3.4....i(|r--l)}» « ©F+e.*.f»....f»^ «der 
7. -(l,2.3.4....i(/»-l)y » •F+fifif>—.fK^>. 
A Jhliiplidrt man die Gleiehugen (8.) in einander^ ao ertilt man 
8. (0»-i)(^2)(|N.3).,..i(/»+l))» « •F-|-r,r.r,....rH^,; 
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nnd dieses mit (T.) midtiidicir^ giebt^ wefl nun in dem Prodiict alk die Zak- 
len I, 3, 3, 4, ••«•/ — t vorkommen, 
9- •-(»•2.3.4 .•..(p^l)y«==:®/t4-r,r,r,*...r|tp.i)P,<>iPj....p^^.). 

E. Aber in (9.) sind rechterbmid r^^ Tt^ r,, •••• ^kp-s)9 ^i» P29 
(^) 9 * • * • (^K/H-1) ebenfalls alle die Zahlen 1, 3| 3, 4> • • . • p— 1 , denn ihre 6e« 
sammtsahl ist ;?— 1, nnd de sind aUe verMcUeden. Also giebt (9.) 

— 0-2.3.4....(|r— l)y = ®/i+I.2.3.4..../^— 1 oder 
10- — 0-2.3.4.w.(p— l))[i.2.3-4...-(;f — l)+l] = ®p. 

F. Es mnfs also p entweder in den Factor I.2.3.4 ••••/?— 1, oder 
in den Factor 1.2.3.4..«.(p— t)-{-l außfehn. In den ersten Factor geht 
es nickt auf, weil die einzelnen Factoren I, 2, 3, 4, ..• . ;i*-l aDe kMner 
ah p sind: also mnfs p in den aweiten Factor aufgehen , nnd daher roufs 

11. l-2-3-4....(/i-I)4-l = &p 
sein; woraus die Gleichnng (1.) des Ldursatzes folgt 

Dritter Beweis, durch Hauptstammwurseln. G. Es sei z eine 
Hauptstammwurzel aus l m p und 

12. z' = ®/>+r, 
so durchlftuft nach ($. 50. 11.), wenn man 

13. X = 1^2,3,4, ...•^—1 
setzt, der Rest r ebenfalls alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, ... . p— \. 

H. Nun ist nach (§. 67. 11.) das Prodnct aller Reste einer ^en 
Stammwurzel =^&P'\'\^ wenn d ungerade, und =©/!— 1, wenn d ge^ 
rade ist. Fflr die Hauptstammtaurzeln ist d=:p—\ immer gerade, also 
ist für die Hauptstammwurzel 

14. 1.2.3.4....JII— 1 == ®^ — 1; 
und dies ist der Wilsonsche Satz. 

Vierter Beweis, durch zusammengehörige Zahlen und Qua- 
dratreste. L. Aus den Zahlen 

15. ft s= 1,2,3,4, .... p^\ 
geben ße zwei Zahlen z^ und 0, aus denen (15.) gemAfs (§. 47. III.) 

16. z^Z2 = ®;>+p, 
wo if ein beliebiger Niehtquadratrest zu p ist. Es sind nach (§.47. III.) 
^(|r— 1) solche Producte vorhanden, und in ihnen durchlaufen die z^ und Z2 
alte die Zahlen (15.), ohne dafs irgend eine mehr als einmal vorkAme. 

M. Daraus folgt, dafs das Prodnct aller der iC/i—l) Producte (16.) 
das Prodnct aller der Zahlen (15.) ist; und da nun>#<f(aar der i(ß—i) Pro- 
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doeto (16.) =:f»p^p giebt, so ist 

17. t.2.3.4....(/i-l) = ®/^-f pHp-o. 
M Aber fflr jeden Nichtqnadratrest p ist nifolge (§.49. I.)) md 
zwar zufolge des ersten Beweises daselbst, der mekt auf dem Wilsonschen 

Satse beruht, 

la (i*^'> = ®/i-l, 

also ist nadi (17.) 

19. l-2.3.4..-.(/>^l) = ®/^— I; 
dem Lehrsatoe gemäfs. 

Weiter unten warben ridi noöh andere, auf andern Vordersitzen be- 
ruhende Beweise des Satzes finden, 

(Die ForMraag folgt) 
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14- 

Eine allgemeioe Formel för die jg^esammte jüdische 

Kalenderberechnun)^« 

(Von Herni CA. Z. SfornrntAy aus Bialysiock in Rublftnd) 



Die sonderbare aber knnstreicbe Einricbtung des jfldiscben Kalenders, welche 
in ihrer KOnstBehkeit wohl die einzige in der ganzen Ghronotogie ist, bietet 
dam Chronologen wegen der weitlinftigen Beredinnngen nnd besondem Aus- 
nahmen viele Schwieri^eiten* dar. AUe unsere Chronologen, welche diesen 
Kalender beschrieben und erlfiutert haben, mufeten beim practischen Gebrauch 
desselben nach der traditionellen und gewöhnlichen Weise die Beredinungte 
anstdlen; welches aber nicht blofs sohwier^ ist, wegen des Gebrauchs imge- 
wirtudieb benannter Zahlen und der Hfllfistabetten, smidern auch ungMQgeifd,' 
indem man dessenungeachtet nicht im Stande ist, das verlangte Jahr direct 
zu bestimmen. Da es AemHch im Jfldischen Kalender sechs verschiedene 
Jahreslftngen giebt, so mflssen erst die zwei aufieinanderfolgendeit Neujahrstage 
gefundent werden, am die LAnge des z.h Grunde gelegten lahres bestimmen 
zu können; welches die eigentliche Aufgabe des Kalenders ist Auf noch 
grafsere^Scbwierigkeiten stöfiit man bei der Berechnung des jfldischen Kalenders 
in der christlichen Zeitrechnung. 

Die bekannte! Formel', welche der Herr Prof. ßaufs zur Berechnung 
des jüdischen Osterfestes aufstellte, hat, ungeachtet der wenigen Ausnahmen, die 
sie verlangt, doch die ob«i erwähnte Hauptschwieti^eit nicht gelöset. Denn 
fallai.diese Formel zur Berechnung des jfldischen Kalenders flberfaaupt angewandt 
werden soll, mufs man die Osterfeste in zwei nach einander folgenden Jahren 
bestimmen 9 nm dadurch die Lflnge des verlangten Jahrto zu herechnen; Dann 
mufs auch noch der Woithentag des Nepjahrs, von welchem manche Fest- und 
Fasttage, da diese oft verschoben werden, abhängig sind, mit bestimmt werden. 

In der That liefert die von Herrn Prof. Nestfehnann im gegenwärtigen 
Journal mitgelheilte Abhandlung flber den jfldischen Kalender, ungeachtet der 
sehr scharfsinnigen Entwicklung^ den deutlichen Beweis von den^^ auf; diesem 
Gebiete sich findenden Schwierigkeiten. 

Es verdient daher «ine allgemeine Auflösung, welche sowohl nach der 
jQdischen als nach.^ der christlichen Zeitrechnung .bti jedem gegebenen Jahre 

23» 
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leicht und vniDittdbar den gansen Kalender des verlangten Jahres mit dnem- 
male giebt, öffentlich mitgeiheUt zn werden. Sie ist folgende. 

Bekanntlieh giebt es im jttdischen Kalender 14 versdiiedene Jahres- 
formeln oder NormallLalender, nach denen im ganzen Jahre sich die Festtage 
und andere damit zusammenhängende religiöse Gfebriudie richten und die den 
Chronologen unter dem Namen Basch Gach etc. bekannt sind, wddie Bezeidi* 
nungs-Art wir aber hier durch folgende ersetzen wollen: 

2k, 2^9 3m, bm, by, 7k, 1$ fitr die gemeinen Jahre, 
2K, 2G, 3M,5K, bG, 7K, 70 fttr die Schaltjahre. 
In diesen Zeidien bedeuten die Zahlen die Wochentage, auf wdche 
der Nenjahrstag fällt; die Bncfastaben J^ ^, m ein kurzes, ein grolses und ein 
mittlwes Jahr, und zwar im gemdnen Jahre von 853, 355, 354, im Sdialt- 
jabre von 383, 385 und 384 Tagen. Dieses sind die beiden characteristischen 
Merkmale eines Jeden Jahreskalenders. Dieses vorausgesetzt, lälst sich nun f flr 
die ganze JOdiiche Kalenderberechnung folgende allgemeine Aufgabe aufstellen. 

L Nadi der jüdischen Zeitrechnung, 

Bei Jedem gegebenen Jahre A der Jfldischen Zeitrechnung zu bestim- 
men, wddier von den 14 Normalkalendem in dem verlangten Jahre fflr einen 
vollkommenen Jahreskalender gelten soll. 

Die Auflösung, weldie also 14 verschiedene Fälle zu bestimmen hat, 
ist folgMde: 

Man dividire die Zahl i2A'{'7 durch 19 und nenne den Rest R; ist 
dieser = 1 , so nehme man 19-f 1 = A. Man sudie dann den Werth von 

0,178117458. il-f 0,2220345 . A4- 0,812684 
und setze in der gefimdenen Summe, die Ganzen unberäcksiditigt, dm Dedmal-- 
bruch == r. 

Das gesudite Jahr J ist ein Schaltjahr, wenn R<C9 gefunden wird; 
sonst aber immer ein gemdnes Jahr. Der Kalender des Jahres A aber wird 
vermittels des gefundenen Werthes von T auf folgende Weise bestimmt 
Er ist nemHch: 

* Beim SchdQahre ss Befan gemeinen Jahre sa 

2K, wenn r=>0, 2*, wenn r=s>0, 

20, 0,157468, 3jr, - - - - 0,090410, 

SM, ^ 0,285714, 3m, ^ 0,285714, 

5JR; - - « 0^428571, 5m, 0^76124^ 
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Beim Schaltjalu« = Beim gemeinen Jahre = 

5G> wenn 7=:>0^335705 5^, wenn T«>0,6618389 

TJK; 0,714285, 7*^ 0,714285, 

Tfif, 0,871753. 7y, 0,804695. 

hx im gemeinen Jdira dw Werth von iR>13 bis 15 ind., so Andere 
man die Creme bei 3«i nnd setze dieselbe = 0,271103; ist R gröfiier ab 
15, so Sndere man anfiierdem noch die Gremce bei Tg nnd setze an dessen 
SteUe :s 0,752248. 

Ezempel. Man Terlangt ftlr das Jahr 5604 der jfldisdien Zdtrech-- 
nnng den ganzen Jahreskalender. Hier findet man It=sl4, Ts= 0,0914. 
Das Jahr ist also ein gemeines Jahr nnd sdn Jahreskalender = 2^, d. i. es 
ffingt am Montag an, nnd seine Linge ist 355 Tage. 

IL Nach der christtioben Zeitreebnwig. 

Bei Jedem gegeben« Jahre Ä der chrisüidien Zeitrechnung zn finden, 
mit wddiem Tage des dirisüichen Datums der jfldisehe Nei^ahrstag beginnt 
und welcher der 14 Normalkalender im ganzen Laufe dieses Jahres gebraucht 
werden soIL 

Man divi&e die Zahl 12il— 5 durch 19 und nenne den Rest R, 
so dab man, wenn sich Rt=^\ findet, A=» 1^19 =»20 nimmt Ferner 
dividire man A durch 4 und nenne den Rest r. Dann suche man die Zahl 
25,98711-f l,5542418.i?-f 0,25.r~0,003177794.it und nenne den Aus- 
druck S^9, SO daib j9 die ganze Zahl und s den Decimalbruch dieses 
Ausdrucks bezeichnen. 

Endlich dividire man noch die GrAfse (fi^-|-3il-{-5r) durch 7 und 
nenne den Rest T. 

Das gesuchte Jahr ist ein Schaltjahr, wenn A<: 9, ein gemeines aber, 
wenn A=s>>0 isL Der Kalender des giesuditen Jahres ist: 
Im Sdialtfahre • 
2JK, wenn (r+*) = > ist, 

2fir, - - - 

3if, - - - 

5i; - - - 

5©, - - - 
71^ - - - 





Im gemeinen Jahre s= 


Oirt, 


%k, wenn 


(TH-#)==> 0, 


1,10237, 


^9. - 


. . - 0,63287, 


8,0, 


3m, - 


- - - 2,0, 


8,0, 


Um, - 


- - - 2,68287, 


8,73514, 


ö^, - 


- - - 4,63287, 


5,0, 


rk, - 


- - - 5,0, 


6,10227. 


t9> - 


- . - 5,68287. 
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Ist bd dem georeineii fcbre ll>*13 bis 15 iacL^ tcr ftidete man bei 
dem Obigen die Grenze Ton 3a und setlse dieselbe = 1^9772. Jbl aber 
A>>159 so Andere man noch die Grenze von 7^ und setze dieselbe =5y36574. 

Hai man den Kalender des gesnchten Jahres gefnndra, und dessen Zahl sei 
& Bw ^s4, so beginnt denn der gesuchte Neujafarstag am (18^4* ^"^ T)teD Angurt 
alten Styls, oder wenn diese Gröfse gröfiier als 31 istvam (fi^-fif--T)*p-31ten 
September. 

Exempel. Man suche den jüdischen Kalender fBr das iahr 1847. 
Hier ist li«;^ö, r=^3, T=5, 5-f#=? 28,658991 Das gesuchte Jahr 
ÜBt ein Sehaltjahr, weil B <:9. Da aber 7-f<tf>^5, also 4» Kalender des 
laufenden Jahres =rZK nad d=7 ist, so trifft der Jteujahrstag auf den 
^28-}-7 — 5) = 30sten Augitöt alten Styls odw Uten Sepi neuen Styls. 

Das jadische Jahr beginnt demnach am Sonnabend dem Uten SepL, 
ist ein kurzes Schaltjahr von 383 Tagen, und Ton den 14 bekannten Kalen- 
dern ist das 7JSr genannta iu dem laufeuden> Jahie lOr diesen Jabreakalender 
tu gebrauohem 

Einige Bemerkungen über die von Herrn Prof. Neisehnann in diesem Journal 
mitgetheilte Abiiandlun^ aber die Berechnunfir 4es jädischen Kriender^, 

Aufsor. einigen kleinen Erinnerung^ gegen diese Abl^dlung« erfordern 
folgende Puncto eine n&bere Beleuchtung. 

Band 26. Seite 71 sagt Herr JProf. Nesßelmmm, dais die Juden sidi 
mit Unrecht der grofsen Genauigkeit und Kunstfertigkeit i'Ohmen, die ihr Kar 
lender habe, indem es im Laufe der Zeit bis dahin gekommen sei,, dafs in 
den 3 Schaltjahren, welche die Stoillte und i9te Stelle im Qyklns einnehmet, 
ihr Passahfest nicht auf den ersten, sondern auf den zweiten YoUmoud falle. 

Hierflber ist Zweierlei 2U bemeiken: 

1. Die Absicht, welche die jfidischen Chronologen bei der Begrändung 
des Kalenders hatten, war nicht, wie manche Autoren glaubten^ iie^ zu bewir- 
ken, dafs das Passabfest durchaus auf den Iten Vollmond nach dem Frflhlings- 
Aequinocuum falle, sondern nur, 2U verhindern, dafs es nicht vor den iten 
Vollmond und nicht iUich dem 2ten Vollmond fallen könne. Denn beliebig 
yersdidben es erforderlichenfalls die Alten vom Iten Vollmond auf den/2ten. 
Dies wirji aus dem Pentatench selbst entnommen, ^a der Unreine und der 
weit Abwesende das Passahfest am 2ren Monat iaiern durften. Demnach kann 
es nicftt, wie Herr Pxof. Negselmann sagt, «la eine Abweichung oder Ver- 



radamg angeseken werden, wenn das Fassahfest einmal anf den 2ten Voll«» 
mond fSdlt; in welchen Falle es noch immer dem Haupt- Frindpe entspridit. 

2. Sdieint es nicht genau gerechnet su sein, wenn Herr Frof. Ne^sel^ 
numn sagt, dalk die Verrackung schon 3mal den Cyklus trifft, nfimlich beim 
8ten, Uten und 19ten; denn eigentlich findet derselbe nur beim 8ten und 
19fen allein Statt, wenn man nur das wirklich mittlere .astronomische Aequi- 
noctium und den mittlem YoUmond rechnet. Der Ute aber wird seine Ver- 
rackung erst in 200 Jahren erhalten. 

Beim Schlüsse der Abhandlung wollte der Herr Prof. Nesselmann ver- 
mittels des jttdischen Kalenders den Todestag Christi suchen, welcher nach dem 
Evangdium anf den Freitag, den iSten des jfldisdien Monats Nissan fiel. Da aber 
dies mit der Berechnung des jfldischen Kidenders vor 1844 Jahren nicht dumm 
men wollte, so scfaUefirt der Herr Verfasser daraus mit EMdens, dafs die ehrlst-* 
lidie Zeitrechnung, wfe sdion manche Crifiker langst Ustorisch bewiesen haben^ 
nicht riditig sei, sondern dofe mit grofser Wahrscheinlidikeit der Todestag 
5 Jahre fitlher gewesen sein mnfs, indem damals der 13te Nissan auf den 
Freitag fid. Es Ist abor am Verwundern, dafs der Herr Verfasser, der mit 
der jfldischen Litteratur bekannt ai sdn scheint, da er oft hie und da Yom 
Talmud spricht, nicht berflcksichligt hat, dafs die Einrichtung des jadischen 
Kdenders erst vom Jahre 500 n. Chr. an Statt findet Selbst der Tahnnd 
soll nodi gar keine feste Regehi sur Berechnung des Kdenders gehabt haben; 
und, wie verschiedene SleUen beweisen, hat der damalige Kdender gar nidil 
mit dem unsrigen Obereingestimmt. 

Endlich bemeikt Herr Prof. Nesselnunui, dafs die von ihm in seiner 
Abhandlniig aufgestellten Tafeln I. und II. schon 1843 in Königsberg von Herrn 
&oWer^ besonders herausgegdien smd. Da de aber ohne Erklärungen ge- 
druckt Worden seien, so könne er, trots jener Schrift, seine Abhandlung fflr 
sein vollkommnes Eigenthum erklaren. Es ist hier zu bemerkefi, dafs diese 
swei oben gedachten sinnrdchen Täfeln von Herrn Goliberg aus dem wohl- 
bekannten chronologischen Werke Jefsod olam des Rabbi Isaac Israd zu 
Toledo 1310. ins Deutsdie flbertragen worden sind. Der Verfasser Jenes Weiks 
giebt diese Tafeln fOr eine dte Tradition aus. Dies zeigt, wie scharfsinnig 
die Entwicklung der Chrondogie bd den Alten schon gewesen sei. Die Ein«* 
riehtung der Tabellen iist In dem gedachten Werke zu sdien und daselbst auch 
lugldch die theoretisdie Entwicklung derselben zu &iden. 
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All^meine Bemeiiaingen über Becbenmaschinei^ und 
Prospectus eines neu erfondenen Reehen-Instruments. 

(Von Herrn CA. Z. Shnmsky aus Biaiysloek m Rnfidand.) 



Jedem, der öfters gtobe^ lusammmhiiigeiide und mehrere Tage erfordernde 
Redmangen ausfahren gehabt hat» ist bekannti wie 8^ anhaltendeB Rechnen 
ermüdet mid «bstiimpft; so dals man öfter fehlt, ja bisweilM den Faden der 
Arbeit verliert ud viele Umwege machm mnis. Besond»^ ist dies der Fall 
bei der Mnitiplication nnd Division vider nnd so grolter Zahlen , dab Loga-* 
rithmen filr dieselben nicht aasreichen. Die Ptodncte dm einzelnen Ziffern 
lassen sidi iwar leicht ans dem Gedichtnisse findra, aber das im Sinnbehalten 
nnd Addiren der nicht hingeschriebenen ZUTem erfordert eine ununterbrochene 
genaue Aufinerksimkeiti und stets eine gewisse Anstrengung, wdche, anhaltend 
fortgesetzt, sehr beschwerlich und abstampfend ist Die Mö^chkeit von Feh- 
lem, die bei der geringsten Unterbrediung der Aufimerksamkeit unterlaufen 
können, macht aber die ganze Rechnung mehr od» weniger unsicher. Noch 
mehr gilt Alles dies von der Division, indem man bm grofsm Divisionen oft 
«rst versudisweise verfahren mufs, ehe man den wahroi Quotienten Undet; so 
dafs bei so fortgesetzter ermadender Arbeit leidit Jedes bereits gefundene Resul- 
tat unsidier wird. Und wie peinlich ist es dann, die Rechnung Sidz um Satz noch- 
mals dnrduEusehen, um sich von der Riditigkeit des Resultats zu überzeugen. 
Diesen Schwierigkeiten zu begegnen, haben schon froher Hinnar von 
greiser Gdehrsamkeit, selbst Ldbmtm, Mühe und Kostm aufgewendet, um ein 
Werkzeug zn erfinden, mittels dessen man Rechnungsresultate erhalte, die immer 
fdderfrei seien und welche die l>eim gewöhnlichen Rechne erforderliehe Auf- 
mwksamkeit und das Kopfrechnen ganz oder zum Theil ersparen. LMmtz soll, 
nichst einm Aufwände von mehr als 24 000 Thalem, vide seiner Nebenstunden 
mehrere Jahre lang drai Nachsinnen Aber diese Erfindung au^eopfert haben. 
Der Fforrer Uahm hat Aber seine Maschine 7 Jahre gearbeitet; Herr Stern 
in Warschau 8 Jahre, mit einem Aufwände von mdir als 10000 Thhr.; und 
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aettlich hat das Riesenwerk von Bdbbage in England 6 Jahre Zeil und einen 
Kosten^ Aufwand von 17 000 Pfd. St. erfordert. Dergleichen kanslUche Werk- 
xenge oder sagenannte Rechenmaschinen sind in der Thal zu verschiedenen 
Zeiten zu Tage gebracht worden; und mehreren glaubten ihre Erfinder einen 
so sichern Mecbanifianis^ und so viel Einfachheit gegeben zu haben, dafs sie 
sie fär den allgemeinen Gebrauch passend hielten. Schon Müller soll für 
die von ihm im Jahr 1784 erfundene Rechenmaschine eine gröfsere Verbrei- 
tung gesucht haben. Ailein bei aller Sicherheit und allen VortheUen^ die er 
bei derselben nachwies^ gelang es ihm doch nicht, Theilnakme dafUr sa ge- 
winnen. Auch mehrere Gelehrle, die nach ihm die Rechenmaschinen rervolU 
kommnet haben, versuchten vergebens, denselben allgemeinen Eingang zu 
verschaiTen. 

Die Ursach dieser Erfahrung, welche ich bei der von mir vor einigen 
Jahren erfondenen Maschine genauer erkannt habe, liegt nicht etwa in der 
Unvollkommenheit der Wedkzeuge, sondern darin, dafs es schwer ist, den 
Rechnenden zu vermögen, seine Aufinerksamkeit, die er auf die gewöhnlichen 
Redien -Operationen wenden mufs, in die behutsame Aufmerksamkeit auf die 
Manipulation einer Maschine zu verwandeln, und dann die Sicherheit beim Rechnen, 
ohne, eigene Überzeugung, einem unsichtbaren, der Besch&digung ausgesetzten 
RAderwerke anauvertrauen. In der Thal ist immer eine Verletzung oder Stockung 
bei dner Maschine zu besorgen, deren meisten Theile innerlich in ununter- 
brochene!' Bew*egung getrieben werden, und die bald in bestiounten Puncten 
genau in einander greifen, bald wieder aufser Berührung kommen; Auch ist 
nicht 9 wie z. B. bei einer Uhr, die innere Beschädigung sogleich fiufserlich 
skdilbar; viebnehr kann, da die Maschine selbst still steht, durch Bewegung 
derKttrbel so^wohl ein falsches, als ein. richtiges Resultat hervorgebracht werden. 

Auch haben die mechanischen Rechenmaschinen noch den Mangel, dafs, 
wenn das Resultat erlangt ist, die Operation nicht mehr fibersehen werden 
kano^ um Überzeugung von deren Richtigkeit zu haben; wogegen man bei 
den gewöhnlichen Operationen mit der Feder noch immer wieder untersuchen 
kaim^ ob und wo ein Fehler sich oingeschlicheu habet den man dann sogleich 
an verbessern im Stande isL Mit der .Maschine mufs man eines aus Unvor- 
stehtigkeit begangenen Fehlers wegen die . ganze Manipulation wiederholen. 
Besonders ist ein Fehler bei der Division leicht; so dafs sich behaupten Iftfst, 
es habe bis jetzt nodi keine wirkliche IMvisionsmaschine^ selbst auf dem mecha- 
nischen Wege, gegebra. Denn da bei diesen Maschinen die Division in eine 

CreUe'f Joarnal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 2. 24 
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Subtraclion verwandelt werden soll, so mufs der Theil der Maschine, auf wel- 
cher der Divisor steht, unter die gehörigen Ziffern des Dividendus gebracht 
und von denselben so oftmal abgedreht werden, als die Snbtraction möglich 
ist; und dann mufs wieder der bewegliche Theil um eine Stelle weiter gerückt 
und auf die nemliche Weise fQr jede Ziffer des Quotienten verfahren werden. 
Der Rechner mufs also bei jeder Umdrehung der Kurbel genau beobachten, 
ob der Dividendus nicht schon kleiner als der Divisor geworden ist. Hat er 
durch Versehen die Kurbel sogleich zu hemmen verfehlt, so ist seine ganze 
bisherige Rechnung vergeblich, und die Operation mufs von neuem gemacht 
werden. Bei meiner mechanischen Rechenmaschine ist dies schon der Fall 
nicht; weil die Kurbel, sammt dem Räderwerk, sowohl rechts, bei der Addition 
und Multiplication, als bei der Subtraclion und Division links gedreht werden 
kann, und also bei jedem begangenen Fehler die ersten Ziffern zurflckgebracht 
werden können; welches besonders Itlr die Division, fOr die Regel de tri und 
andere zusammenhftngende Rechnungen von Nutzen ist. 

Es ist auf solche Weise leicht zu sehen, weshalb mechanische Rechen- 
maschinen keinen Eingang finden. Abgesehen von ihrer groften Kostspieligkeit 
und der nöthigen vorsichtigen Aufmerksamkeit auf ihre Handhabung, damit weder 
die Haschine, noch die Rechnung leide, wird man auch bei einem fOr zuvor* 
Iftssig gehaltenen Instrumente Rechnungen, die man oft dem Kopfrechner nicht 
zutraute, nicht einem Hechanismus anvertrauen wollen, von dessen innerem 
guten Zustande ond von dessen richtigem Gebrauch, ja sdbst, ob beim An- 
fange der Rechnung keine fremde Zahl in der Haschine gewesen sei, man 
sich nur vermittels des gewöhnlichen Nachrechnens zu flberzengen im Stande ist 

Man hat sich deshalb auch um tabeUarUche HOlfsmittel bemflht; das 
heifst, um Mittel, die ihren Grund in bereits fertig ausgerechneten Zahlen haben^ 
und durch welche gewissermafsen vermittels der vor miBem Augen geschehenden 
Operationen das verlangte Resultat gefimden wird. Solche Tafeln (rind zwar in 
Hinsicht ihrer Einfachheit zuverlässiger als die mechaniscAen Redienmaschinen, 
aber mit allen bisherigen Versuchen dieser Art ist man noch nicht dahin ge- 
kommen, dem Rechner dadurch eine wesentliche Erleichterung zn verschaffen. 
Die einzige und vorzOglichste Erleichterung für Multiplicationen und Divisionen 
wOrde sein, wenn man im Stande wSre, vermittels irgend einer sidiem und Ver^ 
Ififslichen Operation von Jeder vielziffHgen Zahl die 2, 3, 4, 6^ 6, 7, 8 und 
9fachen gleich mit einemmale zn erhalten. Dann hfitte man ffir eine Hultiplieation 
nur eine Addition und fär eine Division nur eine Subtraclion zn maeb*en. Verlangte 
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man i. B. die Zahl 73948 mit 8967 zu multipliciren , so %varde man, da die 8 
einfachen Producte der Zahl, nemlich das 2^ 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9rache von 
73948 schon ausgerechnet sind, von denselben nur die Producte mit 7, 6, 9 und 8 
unter einander, jedes um eine Stelle links gerückt, abzuschreiben und zu addiren 
haben; welche Summe dann das verlangte Product geben wQrde. Bei der 
Division wfire umgekehrt zu verfahren; nemlich, wenn man immer von den 8 
einfachen Producten des Divisors dasjenige, weldies das nächste zu den letzten 
ZiiTern des Dividendus ist, von demselben subtrahirte, so bekfime man nach 
und nach alle Ziffern des Quotienten. Man ersparte also so bei der Multipli- 
calion das Multipliciren, bei der Division aber das probirte Dividiren, und nach- 
her bei jeder gefundenen Ziffer des Quotienten das Multipiciren. 

Aber diesen Zweck auf dem sichersten Wege zu erreichen, nemlich 
von jeder vielziffrigen Zahl ihre 8 einfachen Producte unmittelbar mit einem- 
male darzustellen, ist durch alle bisherigen Versuche noch nicht gelungen. Die 
bekannten Neperschen Stäbe, oder die aus denselben zusammengesetzten Ma- 
schinen von Caspar Woif, geben nicht die 8 einfachen Producte jeder belie- 
bigen Zahl vollständig, sondern man mufs noch bei jedem einzelnen Producte 
die Zehner jeder multiplicirten Ziffer zu den nachfolgenden Einern in Gedan- 
ken addiren; und die Zehner und Einer stehen überdies in einer ungeschickten 
Stellung; nemlich in einer Reihe nach einander vermengt, welches beim Addi- 
ren genaue Aufmerksamkeit erfordert und für die Mulliplication unbequem und 
dadurch unsicher, zur Division aber gar nicht anwendbar ist, weil sich nicht 
die Reihe der Zahlen erkennen läfst, welche nach ihrer Zusammen -Addirung 
der Zehner mit den nachfolgenden Einern die nächste zum Dividendus ist. 

Selbst die bekannten Multiplicationstabellen, welche, bis zu einer gewissen 
Zahl, von jeder Zahl ihre 8 einfachen Producte unmittelbar anzugeben bestimmt 
sind, konnten den verlangten Zweck nicht erfüllen. Abgesehen von der Un- 
sicherheit derselben, da für die Correctur von Bänden starken Zahlenlafeln keine 
Bürgschaft Statt findet, geben sie auch nicht von jeder vielziffrigen Zahl die 
verlangten 8 Producte unmittelbar, sondern man mufs die Ziffern jedes ver- 
langten Products von verschiedenen Stellen her zusammenlesen und nach einer 
gewissen Ordnung abschreiben; welches bei der Mulliplication Geduld und Vor- 
sicht verlangt, bei der Division aber, weil sich nicht alle 8 Producte des Divisors 
mit einem Blicke übersehen lassen, um unter ihnen das nächste am Dividendus 
herauszufinden, unanwendbar ist. Sollen dagegen solche Tabellen bis zu einer 
7ziffrigett Zahl vollständig sein, so dafs sie von jeder Zahl alle 8 einfachen 

24* 
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Prodacte ohne weiteres geben, so erfordert dieses, wie Herr Cr$tts zu seinen 
Tafeln bemerkt hat, 117 Quartbfinde, jeden von 127 Bogen stark. 

Dieses Alles erwogen, erlaube ich mir, ein neues, von mir erfundenes 
Rechen -Instrument, welches an Einfachheil, Sicherheit und Zuverlässigkeit vor 
den oben gedachten Maschinen sich ausseichnen dürfte, hiermit den Sachkennern 
und den Rechnern zu empfehlen. 

Dasselbe besieht aus eiuem h6lzemen Kästchen von 14 Zoll lang, 10 Zoll 
breit nnd 2|Zoll hoch, welches von jeder, bis auf 7 Stellen beliebigen Zahl, 
die auf dem Kästchen mittels einer leichten Operation aufgesleilt wird, alle 
8 einfachen Producte, nämlich das 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9fache, unmittelbar 
in 8 untereinander geordneten Reihen vollständig giebt, so dafs f&r jede Mul- 
tiphcalion nur eine Addition und für jede Division nur eine Subtraclion zu 
machen bleibt. 

Mittels einer andern einfieicben Operation mit diesem Instrumente läfst 
sich auch jede beliebige Quadratwurzel ausziehen. Die Wurzel der 2 ersten 
ZiiTem jedes Quadrats giebt das Instrument unmittelbar. StelU man das 2fache 
der gefundenen Wurzel auf, »e sei z. B. gleich a, so giebt das Instrument 
die 2 flbrigen Glieder, nemikh 2fl6-f 6^ fflr jeden Werth von b, von 1 bis 9. 
Man darf dann nur das dieser Columne des Quadrats nächste Prodnct von dersel- 
ben subtrahiren und mit dem gebliebenen Rest auf die nämliche Weise u. s. w. 
verfahren, so findet man nach einander alle Ziffern der Wurzel. Es werden 
also so die beschwerlichsten Operationen bei Jeder Ausziehung der Quadrat- 
wurzel, nemlich die Versuche, um die richtige Wurzel zu treffen und nachher 
mit derslben das Glied 2a'\-b zu multipliciren, erspart. 

Die Vorzüge des Instruments vor den bis jetzt bekannten HOlfsmilteln 
sind einleuchtend. Bei den gewöhnlichen meehamschen Rechenmaschinen, wenn 
sie auch alle Additionen und Snbtractionen verrichten, wiegen die Vorteile die 
vielen oben bemerkten Nachtheile nicht auf; die sie vielmehr zi^m allgemeinen 
Gebrauch ungeschickt machen. Dagegen hat das Instrument vor den mechani^ 
gehen Mitteln folgende Vorzüge. 

1. Es ist zuvertässiff, weil es seine Resultate nicht auf mechanischem 
Wege hervorbringt, nemlich nicht durch Bewegung. Es beruht vielmehr auf 
einem besondem Zahlenlheorem. Ich habe dieses Theorem Herrn Crelte mit- 
gelheilt, und- er bat einen allgemeinen Beweis davon gefunden. Der kleine 
Mechanismus des Instruments nimmt an den Berechnungen gar keinen Anlheil, 
sondern ist blofs da, um die fOr die Anwendung des Theorems erforderliche 
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Manipolation schnell und leicht hervorzubritigen. Ist dieseihe hervorgebracht, 
so Ijlegl die Richtigkeit des Resultats dem Rechner deutlich vor Augen, ohne 
weiter dem Mechanismus im geringsten vertrauen zu dOrfen, wehrend man bei 
den mecbanisciien Rechenmaschinen sich blindlings auf verborgene und com- 
plicirte Mechanismen verlassen mufs. 

2. Bei jedem Resultat bleibt sowohl die erste aufgestellte Zahl, als die 
ganze Operation noch sichtbar, so dafs der Rechner mit einem Überblick von 
der Richtigkeit des Geschehenen sich überzeugen kann; auch wenn er die 
Operation durch Jemand Andern hat verrichten lassen. Hat irgend ein Fehler 
bei der Operation Statt gefunden, so ^ird er deutlich bemerkt und ist leicht 
abzustellen; wahrend bei den mechanisc-hen Rechenmaschinen, weil die Operatio- 
nen selbst ganz verschwinden, ein begangener Fehler nicht zu bemerken und, 
wenn man ihn auch kennte, nicht mehr zu verbessern ist. 

3. Die Maschine bietet ihrer Construction nach, denn sie ist aus gleichen, 
massiven, mehrentheils hölzernen Theilen zusammengesetzt, deren Zusammen- 
stellung und Bewegung höchst einfach ist, die gröfste Sicherheit dar. Sie kann 
fast nie Schaden leiden ; und wenn es auf Irgend eine Weise geschehen sollte, 
so ist der Schaden äufserlich sichtbar und leicht wegzuschaiFen. 

4. Will man vermittels dieser Maschine mit Multiplicatoren, Divisoren 
und Wurzeln rechnen, die mehr ab 7 Stellen haben, so braucht man nur zwei 
Exemplare der Maschine neben einander zu setzen; diese beiden geben dann 
mittels einer kleinen Operation 3 gleich einer einzeben Maschine, Zahlen von 
12 Stellen. Überhaupt lAfst sich durch n nebeneinander gestellte 7ziffrige Ma- 
schinen eine Maschine far Zahlen von 6it>f 1 ZiiFern herstellen. 

5. Da die Maschine sehr einfach ist, so Isfst sie sich von gewöhn- 
lichen Arbeitern verfertigen und ist verhaltnifsmäfsig sehr wohlfeil; sie kann, 
fabrikraäfsig verfertigt, höchstens 6 bis 7 Thlr. kosten. 

Eine solche Maschine habe ich wahrend meines kurzen Aufenthalls in 
Berlin verfertigen lassen und auch der Akademie der Wissenschalten in ihrer 
Sitzung vom 8ten Augast vorgezeigt 



Bemerkung des Herausgebers dieses Journals. Der Herr Verfasser 
der vorstehenden Abhandlung erwähnt in derselben, ich habe bei meinen Rechen- 
tafeln geäufsert, die 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9fachen aller 7ziffrigen Zahlen 
vollständig zu drucken, würden 117 Quartbände jeder von 127 Bogen nöthig 
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$em. Demistatterdings 8o: aber ich habe auch durch die That, nemlich durdi 
eben jene Tafeln , bewiesen^ dafs sich die genannten Prodocte anch in rinen 
einzigen Band von 125 Bogen bringen lassen. Die Prodncte stehen hier frei<^ 
fich nidit jedes m einer nnd derselben Zeile, aber sie sind recht gut eines 
neben dem andern zu ttbersehen. Auch meine frühem, in Octav gedruckten 
Rechentafeln vom Jahr 1820^ welche die 2, 3, 4 bis lOOOfachen der Zahlen 
von 1 bis 1000 angd>en, wflrden nur einen Quartband fallen. Gegen die Rechen-- 
tafeb, als Hfllfsmittel beim Rechnen, dfirAe also wohl der Einwand, dafs sie 
XU whiminöe sind, liicht Statt finden. Auch dafs bei dem Druck Fehler ent* 
stehen können, dOrfie kein Einwand sein: denn die Druckfehler finden sich, 
wenn die Correctur, wie es geschehen mufs, rechnend gemacht wird, fast 
ohne Ausnahme; und die dennoch etwa bleibenden wenigen Fehler finden sich 
beim Gebrauch der Tafeln allmftlig; und sind sie alle gefunden, und werden 
dann die TafeUi stereotypirt, so sind diese fflr immer fehlerfrei. 

Ich will es indessen gera zugeben, dafs eine gut ausgedachte, und be- 
sonders eine recht einfaeke Rechenmaschine, vielen Rechnern angenehmer 
sein whrd, als irgend .eine gedruckte Rechentafel. Eine solche gute Rechen- 
maschine scheint mir, von den beiden, vom Herrn Verfasser angestellten, be- 
sonders die zweite, hier oben beschriebene zu sein, llett Slonimsl^ hat die 
Gfite gehabt, mir seine beiden Maschinen und ihren Gebrauch zu zeigen. Beide 
sind nach meiner Meinung ungemein sinnreich, und die zweite ist höchst einfach. 

Das Zahlentheorem, auf welchem, wie der Herr Verfasser in der Ab- 
handlung bemerkt, die zweite Maschine beruht, ist ebenralls recht interessant; 
ich werde es, nebst dem Beweise desselben, auf welchen ich gekommen bin, 
bekannt machen, sobald der Herr Verfasser Ober seine Maschine verfügt ha* 
ben wird. 
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16. 

Aufgaben. 



1. Von Herrn Sind« EUenstein. 
IJie beiden Producte 

(l-j-a? s\n(p)(l'\'X sin 2y)(i-j-a? sin39)}...«(i-f ^ sinity), 
(l-f ^cosy)(1-[-^cos2y)(l-f a?cos3y),*..(l-f ^cosny) 

nach Potenzen Yon x zu entwickeln. 

S« Von Andern* 
Wenn man aus den m^ Factoren 

^if *n ^if ^if • . . • »»I ; 
0,9 Aaj ^9 ^> • • • • »h; 

Äjf *3» ^3» <t^ • • • • ^i 



alle mögUdien Producte^ jedes Ton m Factoren, unter der Bedingung anf- 

steUt, dafs in keinem Prodnct mehr als ein a# ein 6, ein c etc. und auch kein 

Zeiger der a, 6^ c • ••• mehr als einmal vorkomme, so also, dab s. fi, für 

die 3' = 9 Gröfsen 

a^j Äi, Ci, 

Ü2J *«? ^2 1 

die Producte folgende wfiren: 

«1*2^35 «lAaCa^ ^2^1^39 «2*3^1 1 ^^^i^9 ^3*2^11 

so ist die Anzaht der auf diese Weise möglichen Producte bekanndich 

Welche ist nun die Zahl der Producte, die übr^ bleiben, wenn be^ 
sihnmte a, bestimmte b, c, d etc. gleich Null sind? Z. B., welches ist die 
Zahl der Producte obiger Art, jedes von 8 Factoren, aus den 64 Grft&en 
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Oij 6|, Ci, rfi, ^4, /*,, ^4, Ä|, 

«2? *21 ^2^ ^1 ^29 /21 ^2? ^2, 

«3» *31 ^J» ^3» ^31 A» ^31 Äj, 

«4» *41 ^«f d^J ^4> /41 ^4'' A4«» 

«S» *5» <?5» rf*? ^6» fs9 y»» A4 9 

«6J *61 Cq, d^j ^6, /i» i^e> ^6 9 

«7» *7» ^71 rfl» ^J flj !fl^ ^11 

^j *8» ^5 4b> *a» A> ^e» ^8 9 



wenn 



«6? *7? ^1? <Aj ^7» Ti; ^M A| 

Ö7» *8» <^8^ «^^ ^d? /li^ 5^2» Äj } = sind? 

Og und A, 



Druckfehler. 



Im 26ten Bande S. 186 Z. 1 1 v. 0. lese man 

bei jener ein Rotations -Ellipsoid, ein Rotations -Hyperboloid und einen der Länge 
entsprechenden Winkel einführt; 

anstatt 
bei jener mit einem Rotations -Ellipsoid, einem Rotalions -Hyperboloid und einem 
der Länge entsprechenden Winkel ausreicht; 

Im 27ten Bande S. 358 Z. 7 und 6 v. u. müssen die Worte 

und mithin, da nach (a.) jedes p^-r einem r gleich ist, auch kein p — ^ 
einem r 

und Z.4. V. n. die Worte 
jedes p — g einem g gleich. Das heilst: 

wegfallen. 



&dle,Jininu 
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killischen 



s weise 9 aber 
m BernouIIi- 
lang der hö- 
welches ich, 
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dern Mathe- 
uog gehörig 
iederholeii. 
m, habe ich 
tze den von 
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eft es ohne 
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n Potenzen 
= 
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wenn 



Im 26tei 
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17. 

Entwicklung der Functionsweise der Bernoullischen 

Zahlen. 

(Von Henn Dr. 0. "Eitenlohe za Carlsnihe.) 



§. 1. 

Jsoviel mir bekannt, hat man zwar die zurücklaufende Bildungsweise, aber 
bis jetzt noch nicht die eigentliche Functionsweise der sogenannten Bernoulli- 
schen Zahlen gefunden; jedoch kann diese Aufgabe ohne Anwendung der hö- 
hern Analysis durch ein eigenthflmliches Verfahren gelöset werden, welches ich, 
da es mir nicht unwfehtig scheint, hier mittheilen will. Ein Theil der auf die* 
sem Wege von mir erhaltenen Resultate ist zwar schon von andern Mathe- 
matikern angegeben worden; um aber die yollstfindige Entwicklung gehörig 
auffassen zu können, ist es nothwendig, diese Angaben hier zu wiederholet. 
Um diesem Aufsatze keine allzugrofse Ausdehnung zu geben, habe ich 
mich genöthigt gesehen, bei der Entwicklung der einzelnen Gesetze den von 
mir eingeschlagenen Weg meistens hur im Allgemeinen anzudeuten und die 
oft sehr Weitläufigen besondem Umformungen wegzulassen, Insoweit es ohne 
der Deutlichkeit Eintrag zu thun geschehen konnte. 

I. Umfonnung der Reihe l'+a^+SH- ••+a?" in eine Reihe 
nach den Potenzen von x. 

§.2. 
Setzt man zur AbkOrzung 

1. s{x,n) = r+r+a^-f ....+y"+....-f(a?-i)"+a?% 

so kann diese Reihe umgeformt und durch eine andere, nach den Potenzen 
von X geordnete Reihe dargestellt werden. «Es ist nfimlich fOr n = 

S(x,0) = r4-2"+3"+--+^' = ^ 
und für n=l 

S(x,l) = 14-2+3+. ... + jr = ia?(a?+l). 
Um abet fOr höhere Werthe von n die Umformung ausfahren zu können, hat 
man zu berücksichtigen, dafs, wenn 

S{x,n) = r+2"+3"+--+y*+---+^" 

CwUe'i JottTMl f. d. M. BdttXVm. Heft 3. 25 
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gesetzt wird, die Reihe 

r+(y+l)" + ".. + ar" = S(x,n)-Ä(y-l,n) 
gesetzt werden kann. Man erhfilt non, wenn n — 1 statt n gesetzt wird, 

«(a?,n— 1) = l"-'+2"-'-|-3»-'4-....-f-y"-»-f-....+a?"-»; 
also 

1 »-i^2"-'+3-'+ .... -|-y"-':|- . . . . i- (aN-l)"-»+a?"-' = S(x, n-t ), 

2"-43"-»-i- . . . . -j-y'-'-f • . • . + (a^l)""'+ a^''='Sf (a?, n-1) — Ä(l , »-1 ) , 
3-»+ .... -f /-•+ . . . . + (a?-l )"-'+ a?"-»=<Sf(x, n_l) — Äf(2, n-1), 

y-»+ ... . -}-(a>-l)-'+«-»=S(4?, Ä-l)-iSf(y-I,»-t), 

(»-l)"-'-f«"-»=fir(a?,»~l)— S(x-2,Ä-IX 
«"-»=:fir(a?,fi-l) — fif(ar-l,n-l). 
Werden diese Reihoi znsammengeziUt, so ergiebt sicli^ 

1- _|. 2«^3" + .. .. -f. y» ^... . -j.(x— !)• -f ar- 
==«.«(«,1^.1)— fir(l,»-l)— S(2,ii-I)— ....— Ä(y,»-1)— ....— S(ar-1,«-1), 

oder 

3. Ä(», «) = «. S(a?,ii — 1 ) — .Ty . Siy, n — 1), 

7 = l,2,3,....,(x— 1)} 
wo das Zeichen JSy bedeutet, dafe dem y alle ganzen Zahlenwerthe von 1 
bis und einschliefelich x — l gegeben werden sollen. 

Dieser Ausdruck giebt die zurflcÜaufende Bildungsweise für S(x,h) 
und kann auf yerschiedenen Wegen zur unabhängigen Bfldungsweise fähren, 
von wdchen Wegen der einfoohste der ist, wenn naa die Reihen, welche für 
mehrere Zahlenwerthe von m entstehen, susamm«näeUt, indem sich alsdann 
das Gesetz der Bildungsweise hieraus lacht ergidiL 

Man erhilt z. B. fiBr » = 2 

S(dP,2) = «.S(«,l)— Ä(l,t)— iSf(2,l) — Siy,t)— fif(x— l,l>- 

Nun ist aber 

«(*,!) = *.£±1 == ^. 8(y,l) = y. ^±1 = ^, 

daher wird 

Ä/^ .>^ _ . *•'* *"* 2»«» ^ (x-iy 
K9{a;f^j — *• j^ |fTI — i*7T ••- — ^tn fFTr 
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Man findet aüF diese Wdse 

»'W*; — ■5-T-2'T**l2~lJTr«J2Ö' 

ö, _ ex ^* _L ■*■* _L «t ^* 5^'~' ^* 

(S(j;,o} — 6-1- 2"T^*i2""I»Tr«i2Ö' 

•^ ^^' ^-^ ~ T" r 2~ l" '^ • 12 ~ TTT • 12Ö "T" 1*TT • 252 ' 

o/^TA _ *• I ^' j_ 7 ^* 7JI-' j;«, 7*1-1 j:« 

öCa?,/; — g -t- 2-i-/.^ — -j3Tr-i2ö"rinT-232 
u. s. w., 
e/^90^ _ -^ I £ü I 20^ £^_^Ij:J £^ , 20SI-« £^ 20^'-' x" 
otJ7,-iu; — 21 "T 2 "T i>ii '12 I3|i •l20 " l»Tr-252~' l'u '240 

' , 20PI-» JT" 20»»l-' ,9 691 , 20'* »-^ x^ 20"'"' . 3617 



~ l'li '132 lui-i — '32760 "T l«i» * 12 l"»' 81Ö0 

, 20"!-^ j 43867 2(y9l-* ^ 174611 

I 1"M ••^'14364" l««M~***"66Öcr' 

o,^ „ . j-** , JT«' , 21"-' x«o 21"-* j?" , 21"-' x" 21"-' x'* 

öCa?,^i; — 22 ^ 2 .'f' l'l' • 12 "FTI-*120T" i»ii '252"" 1"' '"SiÖ 

, 2191-' jpi. 21"!-' ^to 691 |' 21'"- ' X» 21'» I-» ^ 3617 



T 1«M •132 l"li ••* •32760'' 1»'* '12 1»!* ••*- •8160 
, 21*^ i-* 4 43867 21^^'-^ , 1746U 
T JI7I1 •* -14364 1*91* 6600 V 

In diesen Reihen treten als Coöf&cienten der einseinen Glieder gewisse 
Zahlen anf , welche nach ihrem Entdecker Jacob BwnoulU die BemouIHscAen 
2iahlen heifsen, und deren Bildungsweise noch unbekannt ist Die Bezeieh- 
nung derselben ist folgende: 



»1 


= 


2. 


93, 


= 


4. 


93, 


:-:- 


6. 


SB, 





8t 


93o 




10. 



12 6 

1 _ 1 

lao "~ 30 

1 ^ _i_ 

252 42 
t 1_ 

840 ~ 30 
1 5 



a3u = 14. 

38,8= 16. 
©„ = 18 . 
JB„ s» 30. 



32760 


2730 ' 


1 


7 


12 "~ 


6 ' 


3617 


3617 


8160 


510 ' 


43867 


43867 


14364 


798 ' 


174611 


174611 



132 ~ 66 ' ^" * 6600 • 330 

u. s. w. 
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Führt man diese Bezeichnung statt der Zahlencoef&cienten in die Reihe ein^ 
und bemerkt, dafs die Bildungsweise von S{x, n) fär ein gerades und für ein 
ungerades n verschieden ist, so erhält man allgemein 

3. S{x,2n) 

r i5|i •~6" — T- — t— ; • i2m+i|i •2SrF2*^ • *••• 

{—) • 12—311 •2m— 2 ' ^ ^ • 12—111 •■"2n~ 

und 

4. Ä(ar, 211 + 1) 

_ j:^''+^ , x^-+' , (2n+l)M-i «, o, (2n+l)^ l-^ «3, 0^2 
— 27rf2"^'"2 '^ iMi •-2"-^ pn -"i--^ 

i irn iß--^ — r-—c— ; • — p^rn •2in+2 ^ *•" 

. >.-2 (2n + l)^-3l-' «2-, ... .,^, (2n+iy'-M--i «2-. ^2 

In diesen Gleichungen bedeutet (für ;i = 2n und />=:2ii-f 1) 

Ä(ä:,/>) = l''+2P+3''+....+j?^ . 

^2m+i = die (m-f l)te Bemoullische Zahl und 
p^^-^^\-^ ^_ p.{ P'-i).{p—2)x ...x(p-2m) 
I2m+i.i 1.2.3X....X(2m).(2m+li 

Diese beiden Formeln geben das Gesetz an, nach welchem die durch 
S(x,n) bezeichnete Reihe in eine andere nach den Potenzen von x geord- 
nete Reihe umgeformt werden kann. Da aber die Bildungsweise der darin 
als Coefficienten auftretenden Bernoullischen Zahlen unbekannt ist, so hat man 
diese noch zu suchen. Zur Lösung dieser Aufgabe können zwei versdiiedene 
Wege eingeschlagen werden, auf welchen man sowohl die zurflcklaufende als 
auch die unabhängige Bildungsweise für 932m+i erhfilt 

II. Aufisuchung der zurucklaufendeii Bildungsweise der 
Bernoullischen Zahlen. 

§. 3. 

Aus den Gleichungen 3. und 4. kann die zurücklaufende Bildungs- 
weise für 932«.! leicht gefunden werden. Da nämlidi beide Gleichungen für 
jeden Werth von x gelten müssen, und für ar= 1, wo 



:.^i-' 
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Ä(a?,2n) = 1, 8(x,2n-\-\) = 1 

ist, die Potenzen von x wegfallen, so erhält man aus Gl. 3. 

, _ 1 , 1 , (2»)"-' iß, {2ny\-i JB, , (2»)»'-» Jö, , 
*~2^r+l"'2 ' 1»!' * 2 FTi— -XT" l»l» •'6 T"" 

v~/* i»p+ii» *2p+2 r**"^^ / • i»«^J|l' '2»^ ' ^ ' • i5»-iri '^T' 
oder 

^ r ^-«R _ 2n-l , {2ny\-^ «, (2n?l-» », , (2»)»l-» «. , . * 
o- t ; -0,^1— 2.(2n+l)'i~FT~- 2 Fi' •"4""' FT"*! '* 

V r« i»p+»ir-*2pf2"' ••••^~-' • 12-311 •2^rr2* 

Und ebenso erhält man aus GL 4. 

fi n— " I (2/«+l)"-' », (2/1+1)' ■-' ». . (2it+5)'i-' »,. , 
**• "-""M^T" FH -"2 pn -XT" FH --6 f"**" 

.p (2«+i)^p+«i-» »^ , . ,^, (2»+i)*^i-i :«».-> 
K—) • pp+iT» *j?p+2 T""^""'' • i»"-3ii — •5;i;z:2 

4-r W (2n+l)^l-' JB,^, 

Diese Formeln hat schon Mohr« auf anderem Wege gefimden. 

«. 4. ^ 

Um eine zweite Bildongsweiso' za erhalten, setze man allg^n^n 

7. Ä(a?,n) = Ä(n,n+l).ar-+»4-Ä(i»,n).ar+Ä(«,n--l).ar''+il(i<S«--2>.ar-*+... 

.....-{-»(«,«— «»+1).«?*^+' -(-••••+jP(»»»2).a?'+*(»>l)-**- 
Hier ist zu bemerken, dafs alle Codi&cienten von .der Form- jß(n,n— 2), 

B(n,H—4\ B{n,n—2p — 2) = sind, und da& die Bfldmigsweise dw 

beiden ersten Glieder von deijenigen der folgenden Glieder verschieden ist. 

Man hat nämlich nadi Gl. 3. nnd 4. V'. 

8. { B{n,n) = \, '*-'•. 

Fetner ergiebt. sich noch, dab flie Werthe diesejr spfitem Coeümpton 
allein durch die Werthe von n und m bestimmt werden. 

Dnrch die Verbinduig der beiden in. Gl. 2« und GL 7. fffir S(x, n) an- 
gegebenen Formeln läfst sieh eine andere Bildungsweise der BernoulHschen 
Zahlen entwickeln. Da nfimlich nach GL 2; 
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/=l,2,....(ar— 1) 
und nach Gl. 7. 

«(r,n-l) = :5:.B(ii-l),ii-in).y— 
m=0,l,2,....(»— 1) 

gesetzt werden kann, so hat man nur für &(y, n — 1) diese Reihe in den obigen 

Ausdruck fOr S(x,n) einzuführen. 

Es ist aber 

S(x,n) = x.S(x,n — i) — Sy.S(y,n — i 

y^zi 2, . . . . (X 1) 

= (x+t)Ä(x,n-l)-^r^Ä(y,n-l) 

y — i}«^ • • • • jc* 
Ferner ist nach Gl. 7. 

Ä(l,n-1) = B(n-t,n), l"+Ä(n-l,ii-l). 1-»+ .... +fi(n-1,n-«). l-^-j- .... -f-Ä(ii-l, t). 1», 

Ä(2,n-1) = Ä(ii-l,«).2"-|-Ä(it-l,n-l).2-»-j-.... -f-B(ii-l,n-w). S"--]- .... +»(«-1, 1).2', 

Äf(y,it2l)=||(n-l,n).>-+Ä(»-l,ii-I).y— ^....-fÄ(ii-l,»-»i).y-"+....+ll(n-l,l)./, 

Ä(ar, n-l )=Ä(»-l,n). aJ"-i-B(n-l,n-l ). ar'-\- .... -|-Ä(ii-l,n-»i). a?— -{- .... +ir(n-l ,1). a?*. 
Zfihlt man diese Reihen zusammen, so ergiebt sich, da 

j.^^2-"-j-....+a?*- = Ä(a?,ii — m) ist, 
^i^y.ÄOMI— 1) = HC«— l»«).Ä(a:,ii)-j-ll(»— 1,«— l).Ä(ar,n— 1) + ... 

y = lX.-.4P ...+B(»— l,n— m).«S(a?,»--w)-f....-fll(»— l,l).iSf(a?,l). 
Daher wird 

Ä(a:,«) =s(ar4-l).Ä(ar,it-l)--ÄCn-M).Ä(a?,i»)-»(«-l,ii-0 . «(«?,«-!) - ... 

... — B(ii-l,»-m).(S(a?,ii-«) — .... — ir(ii-l, 1). «(ap, 1), 
oder 

(l+ll(ii-l,n)).i8f(ar,n) = (*+l).jSf(dP,ji-l)— fl(ii-l,i*-l).Ä(ar,ii-1)— ... 

— Ä(«-l,ii-w).<Sf(x,»i-m)— .... — B(ii-l,l).S(j7,1). 

Führt man in diesen Ansdmck die Werthe von 8{3e,n-i), bis jS^(x, 1) aus 

iitif Gl. 7. ein und ordnet die Reihen nach den Potenzen von x, so erhält man 

(I+fi(ji-l,«)).«t*,n) 

=ll(ii-l,i»).4r^-fa?*.[Ä(ii-l,«-l)-fB(»-l,n)— B(»-l,ii).fi(ii-l,i^1)], 

-J-«^*.|;*(»-l»»«-2)-f-B(«-M-0— Ä(»»-l?»»-0.iB(i»-I,»-l)— *(»»-l»«-2).»(n-2,tt-l)] 

+«—+'. I +ir(a-l,»-«)-)-»(ifr-l,«HW+t)— ll(ii-l,ii-l).|l(ii-t,ii-«-f 1)) 

I -.i9(ii.l,fi.2).B(j|.2,n.«-]-l)~ 0(ii-l,ii-^).ir(i»-;it^m-^l)— . ..J 

-|-«'.[ll(fi-l,l)— »(ii-l,n-l).ll(«-I,l)--B(ii-I,«-2)JJ(ii-2,l)— ....— B(ii-l,l)jr(l,l)]. 
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Dies^ Reihe ist mit der in Gl. 7. angegebenen identisch, nnd somit mOflsea 
die CoSfficienten gleich hoher Potenzen von x ebenfidls identisch sein. Dadtirob 
erhält man folgende allgemeine zurücklaufende Büdnngsweise dieser Coäf&cienten: 

9. ll(ii,i»-m+l) = ^^5^^::j^[Ä(n-l,n-m)+fi(n-l,n-m+l) ' 

--B(n— l,n— l).J?(n— l,n— m-1-1) 
— ÄCn— I,n— !?) . ÄCn— 5,n— m-j-t) 



— Ä(ii— 1,11— »).JB(n— «,n— »i-|-i)]- 
Führt man nun die Zahlwerthe der drei errten CöSfiBciente||f^ nämlieh . 

B(i»,n+I)=^, Ä(n,n+l) = i-, B(n,»-1)=:^ 

in die 61.9. ein, setzt daselbst 2m -f 3 statt m und berücksichtigt, dafs 
»(«— 1,«— 2W--2) — B(n— I,n— 2w— 2).B(n— 2m— 2,n— 2m— 1) 

n — 2m'- i ■ ^ ' 



-«) 



und 

*(»— l,n — 2m — 1)-.Ä(«— l,n — l).B(n — I,»— 2«— t) 

— B(n— l,n — 2m— l).ll(n— 2m— |,n — 2m— i; = 
ist, und dafs alle CoSfScienten von der Form B(n — 1, n — 7p —1) =x:0 flilid, so 
eriifilt man für die sp^Ueni Coöffieientea der R«he S(x,n) fitlgende Bildngsweise: 

10. B(n,n — 2m^i) = 

7^E^=I-*("-^'*~^~2)-B(n-l,n-2).F(n-2,n-2m-l) 

— B(«— 1,«— 4).B(n— 4,«— 2m— 1)— 

— Ä(«—l,ii—2;»).Ä(n—2|»,»— 2m— 1)— *........ 

— B(»— l,»— 2m).il(ii— 2m,n— 2m— 1)]. 

Nach dieser Formel können nur die spätem, nicht aber die drei ersten Codffi- 
denten der Reihe fir S(af,n) berec^irt werden. 

Setzt man nadi GL 8. ^ ^ ~ 



also 



B(ii<rl,ii— 2/y)XB(n— ;^,fi<4|2ni-~l} « 

ix 



■*; 






2p ^ 2m— 2H-2' 
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SO wird 

B(n,n-Qm-i) = ^j. ^^^ .B(n-l,n-2m-2) 

Um die Gröfse jß(it— 1,n— 2fii— 2) zo entfernen, setze man zur Abkflrzung 
die von n unabhängige, durch JSp bezeichnete Reihe =z, so erhält man: 

B(n,„_2m-l)=;^.^gEI•fi(«-^»-2'»-2)+4^.^^^=^^», 

B(«-l,«-2«-2)=?^.^E^.B(n-2,«-2m-3)+'i-^^<!^i;i^ 

ll(n-2,»-2m-3)=^.^=|.B(n-3,«-^2m-4)4-^-J.^S^'.., 

Ä(n-*+l,n-2m-*) = ^=^.!!^^£=i.B(n-*,»-2«»--*-l) 

T"»— #-i-2* 1'-'-' '*• 
Da aber far » = ii— 2m— 1, Ä(2i»i-f-l,0) = wird, so hat man 

Ä(i»,«— 2m— 1) 

= (•Hr )(nl2m-l) -i^- [(«_2m- !)'"+« i .+(«-2m-2)-+« ' •+....:f 1-+' • •] 

■— *-2i»4-3* l«-+»u » 

oder, wenn fOr « und £(nyii— 2m — 1) die obigen Werthe eingeführt werden: 

"• 2»i+2~2i»»+3'L l'l-i -T' 2m 



. (2m)» I-' »• «,1^ 
"■ l»l» ' 4 •2m-2 

+ 
+ 

1«—»"» 'g»!— 1 • 2 J' 



T" l»»^l» • 2/» '2m-2p-\-2 



. (2iw)»— » !■' «„^ «, 
r i2«-j|i • 2*4.2 • "4" 



oder auch, da 

r9-iX9^ '^^H-i (2»)»^ '-» 1 1 _ 1 (2»H-2)»H-i 

ist. 
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, (2m+2)«»-' g, «> 

+ 

"1 pHi • ^'»P-» '^ ^^iw-ap+i 

i ^ 121— 2|i •»2«.-3X«3 

Dieser Ausdruck giebt ^eichfalls das Gesetz der zurflcklaofenden Bil- 
dungsweise fQr ^2mJ^i an, und wurde schon früher von L. Euler in seinem 
Instit. Calcul. difF. IL §. 123. mitgetheUt. 

in. Aufsuchimg der unabhängigen Bildungsweise der 
Bemoullischen Zahlen. 
§.•5. 
Die Gleichungen 5., 6. und die Gleichungen 11. , 12. geben die zurück- 
laufende Bildungsweise und können auf verschiedenen Wegen zur unabbflngigen 
fahren, von welchen Wegen ich die interessantesten, die ich aufgefunden 
habe, hier mittheile. 

Je nachdem man die Gl. 5. oder die Gl. 6. anwendet, erhflit man zwei 
verschiedene Bildungsformen. Bei beiden tritt das Gesetz deutlich hervor, nach 
welchem die Bemoullischen Zahlen entstehen; aber auch bei der Anwendung 
der Gl. 11. zeigt sich ein eigenthümliches, von den andern verschiedenes Gor 
setz, welches jedoch die Natur dieser Zahlen weniger deutlich erkennen Ififst 
Setzt man in der GL 5. zur Abkürzung 

^p+t n 

so geht dieselbe in folgende über: 

2,1-1 , (2/»y'-i p (2ny'-* p I , x„ (2^*yH-i|-i ^ 
— 2(2m4-1) • liTT""^* im '^3 1 ^ /• i2p+i|i •*'2p+i1 ••' 

•••V J • 12»-« |1 •*'2ii-6TV / * |^2i»-3|l •*'2»-3- 

Führt man hier den Werth von B^,^ ein, so ergiebt sich 

CreUe's Jönmal f. d. M. Bd. XXVHI. Heft 3. 26 
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(— ; .-;n.ifj,_, _ — 2(2n+l)"'" l'i» '2(21»^^ 

, / (2»yt-' (2n)"-i (2»-l)»l-^ \ „ 
tV' iiii jiu • ijTI /•"» 

f {2ny\-y (2n)»l-' (2h-3)^I-' \ „ 

+ 

/_M, ^ (2»fP+i|-i (2n)'P+tl-i (2w— 2p-l)»'-' \ « 
/ >,-3 /(2n)'»-»«-* (2n)'^l-i 5«l-\ „ 

V, J '\ ft»-i I I |^2i>-$ 1 1 • J» I » / * **»*-* • 

Führt man ebenso in diesen Ausdrack den Werth von B,»., ein, so erbfilt man 

(-)".2n.JI^_, = 

2rt-l , (2f*)^l-' 2»~3 , (2»)«'-* /. 5"-* N 2»~6 

— 2(2»^"!" 1»" *2(2»-l)'T' l»l' 'V Iil'/*2C2JI— 3; 

, / (2»)» ' -' (2»)»!-' (2yt-2)'»-» (2w)«t-V ^ _ 5^\ (2>«— 4)' l -' \ « 
T\ HU i»i» • im isu \* i»uy* iTTT /•*'» 

-+ 

SP / (2w)»+^«-^ (2/t)»l-» (2l»--2yy^^M-» (2w)«i-* /, 5»»-'> (2i»~4)»+*'-' \ -, 
( — r-\ iip+i|i 1»!» • l»iH-i|i "~ l»|i 'V* 1>M/V l«P+ii-i f'^ip+i 

- + 

, N,.-4 ^(2»»)'"-^'-' (2i»)''-' (2»»— 2)'-"-» (2»)«»-' /. S"-'\ (2«— 4)»— "-'\ n 
(— ) V 1*^»»' isTT-' iK^TTT ~ i»(i •V'^ ^nX)' iS=TiT— y"»— 7- 

Die drd ersten Glieder dieser Reihe sind von B unabhängig, and durch jede 

wdtere Einfahmng eines B tritt ein neaes Glied hinzu. So erhält man t. B. 

durch weitere Einfflhrung von B,^, im vierte Glied mit 

(2w,g|-« (^ 7"-* 7»i-«/| 5»''-' \\ 2»— 7 
171» y TFlT IsTT 'V.! — l»Tr;;- 2.(2w^6) ' 

femer durch Einführung von B^,^ das fttnfte fflied mit 
(2w)8i-i f^ yi-1 9*'-V « 5''-' ^ 9»l~» /^^ 7»»-» 7«'-'/« ^'"^ Mv ^*-^ 
19|« l* 13M 1»UV iJIty ri»'V*~l5n FH"^* t»i»//J^2.(2»— 7)' 

Hieraus läfst sich ein Gesetz schon deatUdi erkennen. Seist man nemlich 

l»l> ' 

721-1 7«f-< * ö«l-i\ 



65= 1 



721-1 7#r-< * 5J1-1V 
— * jrn iriT'"»» 



bo =1 
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_ 9»»-» 9*1-» u ^^"^ u 

U. 8. W., 

SO erhslt man allgemeiii, wenn wieder 932»^i statt 2it.B2»-.i gesetzt wird, 
iq / ^-SA _ 2»-l I (2yiy^ 2n^3 , (g/i^i-' 2n-5 . 
lö. Q ;.^,^i_ 2.(2n+l)T" 1^1* '2.(211+1)"* 1*«*- •2.(2»-3)'^' 

(2ii)6l-i- 2n — 7 . , , (2n)^P>- ^ 2n^2p^l ^ , 
• ri* •2.(2n-6)-^^« ••••'' 1^11^ •2.(211-2/1+1)^^''+*'' "• 
I (2n)^l-i 3 . (2ii)^^l"i 1 . - 
"1 l«»-5i* •JTS'^*^' i^n-iU '273'^^^^ 

14 b ^1 (2P+^)^''^ (2y+l)^I-* . (2p+l)«i-i «e+lf^-* . 

Die Grö&e b^p^t bedeutet Verbindungen von eigenthflmlicher Art. Es 
entsteht nftmlich eine Anzahl von 2^^* Verbindungen zu 0, 1, 2, ...., {p—i) 

Elementen, welche aus der Gröfse 1 = ^ ^7i|a — ^^^ ^^^ flbrigen \p{p—i) 

Elementen von der Form ^^+in ^ worin dem ^ alle Werthe von 1 bis 

p — i und dem p alle Werthe von 2 bis p gegeben werden müssen , zusam- 
mengesetzt sind. Diese Vwbindnngen sind positiv oder negativ, je nachdem 
eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Elementen darin enthalten ist« 
Bezeichnet man nun durch h(^2p'\'\^q) sftmmtliche Verbindungen zu ^ Ele- 
menten, so wird 
15. b2p4-i=l-K2/^+t,l)+K2/^+l,2)-:f....(-)^.b(2;F+l,y)+.... 

....{-r-Khcip^up-i). 

Man erhält die Verbindung zu 1 Element, warn man aus den Gröfsen bs, 
b7, ....9 bsp-i die Zahl 1, die Verbindungen zu q Elementen aber, wenn man 
aus den Gröfsen b2,,+M 1^29+29 ••••^ bap^-i die Verbindungen n ^— 1 Ele- 
menten in die GL 15. einführt. Hieraus ergiebt sich leicht folgende Bildungs* 
weise dieser Verbindungen: 

^16. hCip^Uq) 

=i^5|;f^'-tp»+«,f-t)+*^5^'.»p*+3,^i)+.... 

wobei zu bemerken i8t,'da6>(2|»-}-l,0)«sl geseUrt werden mafr. 

26» 
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Diese Gleichung giebt nicht allein die Art an, wie die Verbindungen 
gebildet werden müssen, sondern sie enthält Auch den Weg zur unmittelbaren 
Berechnung derselben. 

Da nAmlich bC2p'\-U0)=l ist, so wird 

_ 1 r_ (2p +2)»'-' _ (2/>+2)»+*'-* , 2^1 
~2ir^'l 1»'» ia<.+»u T 2 J 

— 2-1- ^"'ti 
Führt man nun in die Gleichung 

die Werthe von 6(5,1), b(7,l}, 6(2/^—1,1) ein, so erhfllt man 

KV+i,») = -2.[«E+?£i::+«E^+....+a;w^] 

also 

Auf diesem Wege findet sich aOgemein: 

17. (^-)9,^•2p^t^^y 

— —pli pii -2.(2^4-2) »■'" l»i» •2*.(2/»+2)»»« » 

_-L_ r-)-. (g+t)"-' i - I 

I •♦••V ^ • im '2^».(2j»+2)^*'-» •• *'" 

'^ '• !»+*»! -2«. (2^+2)« '-»«+•' 
WO 

ist Die Reihe bricht ab, sobald ein Glied =0 oder negativ^ wird. 

Werden biemeh die Werlbe von b(2|»+ U l)i b(2|r-f 1,2), . . . . , 
^(^F+lfF--*!) bereduMk und in GL 15. eiagefoin, so etWt «an dordi 
Ordnen des Garnen nacb r folgende Bidangsweise llr I,,h.i: 



r f 
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1*1» •2».(J^2)»i» * ' ••"^ -'^ • iP+i 1 1 • 2'-». (2p+2)^» I -^ P' 
WO ebenfaDs, wie in 61. 18., 

r, = 2'P+% 

u. s. w., gesetzt werden mofs. 

Fahrt man nach dieser Formel die Werthe von &st t»?, ...., bj»-! in 
die Gl. 13. ein, nnd ordnet das Ganze nach r^, so lassen sich dieCoSfficien- 
ten von r ebenfalls summiren, und man erhält dorch einige Umformungen fol- 
gende unabhängige Bfldnngsweise der »ten Bemoullisdiai Zahl: 

on V ^• » — """* 3n-l 1 

£K). C-; . ^,._, — -TTTT-— 1— •2.(2» + l) 

1 n'l-' 4»— 2 1 

i- ISTT- — 2~- 2«.(2n+l)«l» •'^» 

»»I-» 5»— 3 1 



wo 



1411- 3 •2».(2n+l)»li"^' 

+ 

/ y, *tf"-* (y>+a).»~/> 1 ^ 

-+ 

<. ;-l»+iiT „ • 2-.(2n+l)«M •'^"' 



Wenn |» eine gerade Zahl Ist, so ist das letfte Glied der Reihe 2'"+'': ist /» 
eine ungerade ZaU, so endigt die Reihe mit 1^'*'''. 

«.6. 
Wird anstatt der GL 5. die GL 6. als Grundlage der Entwicklung an- 
genommen, so eriiilt man, ganz auf denisdben Wege, Bildongsgesetie, weldie 
von den in GL 13. bis GL 31. angegebenen etwas versdiieden sind. Es ist 
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22. (-)".»^. 
_ 2» , (2«)"-' w— 1 I (2»)»'-* w— 2 ^ , (2»)»'-' n— 3 . , 

— — (2„+i)2i»'r 3*1» * n "T* 3*1» '«— 1''«t 3«'» * ^^=2 •**"'"•" * 

■ (2»V^'I -' »-y . , , (2»t)'»-»i-» i , 

und 

Die Gröfse b^^ bedeatet eben soldie Verbindungen vde 62P+1; nur sind die 
Elemente, ans welchen diese Verbindungen bestehen, von jenen verschieden; 
daher gelten zwar auch die Gleichungen 

84. b2p= l-*(^,l)+<>(2>,2>- + ....(-)^.b(2;F,f)+-.... 

(-r^*(2r,r-2) 

und 

35. Hifii) ■= i^g^'.i>Qf+»,f-i)+ (^'^^;;'' .i>(2fHf-«)+'-- 

aber die unabhAngige BfldongswMse ist folgende: 

26. (-)'.b(2^,y) 

_ (7+l)"-' I (y+l)"-* 1 -> I (7+1)»'-^ 1 • -> I 

— HU r iJU -(2^-1.1)» li-'^'T iJii •(2p+l)«li-'^»T-- 

, (2+l)M-i _1__ (^+t)9-HI-l 1 

••" r i«|i •(^^fij«»^»TT"'^»T T 19+1 n •(2p^i)a9li*'^9+»' 

WO 

•♦••V — / • jüu •• 
and 

Oft ,, „p"-'!;»"-* 1 ^' I P«'-' _i_^'. 

Äö. üjp — -JäTTT "lTTT*(<^^i)j|i»»^Jl JTTr • (2;»4-l)« 1 1 •'^3 "T*"' 

Durch EinfOhrang der Werthe von ^, ^, ...., (^, in die CH.33. eiWt man 
soletst 

29. (-)".aj,^, 
»»i-V 2» »«!-» 2» . »»'-* 2» 



IPI» >.(2»+l)^i»*'^P •••• l»l» •».(2ii+l)*'i« "» 



•^- 
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wo 

welche Gleichung eine zweite, von der in GL 30. verschiedene unabhängige 
Bildungsweise der itten BemouUischen Zahl giebt. 

§. 7. 
Hinsichtlich der wirklichen Berechnung der BemouUischen Zahlen ist 
zu bemerken, dafs die 61. 20. und 29. hierzu nicht wohl angewandt werden 
können, weil £e hohen Potenzen der Zahlen £e Rechnung sehr schwierig 
machen. So müssen z. B., wenn man fßa nach 61.20. berechnen will, die 
Pöten«en T% 2» 2«", 3", 3>*, 3» 4», 4P", 5» 5", 6*», V eingeffihrt wer- 
den; nach 61. 29. müfste jnan 2", 2% ...., 2», 3*», 3«, ...., 3«, 4« 
4", .... 4% 5^ 5% 5«, 6» 6», 7» einföhre«. Dagegen hat die Berech- 
nung mit Hülfe der 61. 13. und 14. oder der 61. 22. und 23. keine besondere 
Schwierigkeit. Man berecimet nfimlich nach 61. 14. oder 6L 23. die Werthe 
von t^ und fahrt dieselben in die GL 13. oder 23. ein. So erhilt man s. B. 
nach 61. 14. nach GL 22. 

u 7 • fc _ 3 

b, a^ -3, l>8 — -3-, 

u 381 - 21 

P9 = 5-? P» = ""'J» 

tu = -3—, bij = 45, 

- _ 14 14477 - ^ 7601 

"» — ~ 105 ' *^"*=~"3Ö"' 

b« — 286685, >,« ^ 1820. 

Fahrt man diese Werthe in 61. 13. ein, so eriiflh matt 

a% _ 1* _L 16""* 15 16*«-' 11 7 , 16»M _9_ 31 le'i-' _7_ 381 
^"~"~07 + T»'ü'*Od'~l*Ti"'2.i3'lT" 1»1» •2.11*3 "FTl-'2.9* 5 

, 16'«!-' 5 2555 16"'-' 3 1414477 , 16'«'^ J_ oofißfi«; 

"■ lTnT-«2:;7*~3 i»»Tr*2.öV 105 "T 11511 • 2.3*^°"°*" 

_ 15,62 1078 . ^00^ 127127 | 664300 3828954 , 1146740 

~~W^T g—h*«^ 3"*"^" 3 5 "1" 3 

15 I 1682887 2804774 _ 15 ■ 113 _ 3617 

~ 34 "1 3 5 34"T* 15 ■"■ 510 V 
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Nach Gl. 12. erhält man aber 

_ 16 , 16;^"_:^ 7 _ 16»'-' £ 3 , 16^1^1 i 12 _ W}^ 4 21 
-öis — i7»|i T a'*'» * 8 3*'' • 7* 2 ' 3ßl» * 6* 3 3«'» * 5 ' 2 

,1691-' 3 16"!-' 2 7601 , 16'»!-' 1 .^^,. 
-r-3W|i •f*'^" 31211 • 3 • 30 T 31*11 •2^'l°'*" 

8 , 7 .0 , 650 4004 ,,ß- 30404 , 910 

=-153 + 6 -^^+-9 — ir+^^^ — ^45-+-r 

_ 8 , 5265 39166 8_ ■ 643 _ 10851 _ 3617 

~ 153 ' 6 45 ~ 153 "'' 90 — 1530 ~ 510 * 

§. 8. 
Mit Hälfe der Gl. 11. oder 12. erhält man eine von der obigen ganz 
verschiedene Bildungsweise. Sucht man nämlich nach dieser Gleichung die 
Werthe von ^1 , $63 u. s. w. auf, ohne die Berechnung wirklich auszuführen, 
so findet sich, dafs 

***• 2»+2~2«+3** '^ '\ir) •'*»''+» 

— ilii (öl)" » 
"~ 2»+3* 4— •■"*"+» 

gesetzt werden kann, wo Ri„+i eine eigenthfimliche Art von Verbindungen 

bedeutet, deren Gesetz durch die Gleichung 

00 n ^(2« +!)"'-" Ä B I (2»+l)"-' „ „ I (2/1+i)^'-' D » 

, ; (2..+l)pi-» n ß , I (2W4.1)- »!-'' « „ 

I 5«-i|2 •**lll-l'**l 

ausgedrückt wird. 

Da nun 

Ä,= l, Ä, = l 

ist, und je zwei, gleichviel von den Enden der Reihe abstehende Glieder ein- 
ander gleich sind, so kann man 

«,,+,= 2.Ä,„_,+K(2»+1,1), 

ll,„_x= 2.Äj„_,-|-Ä(2fi-l,l), 



Ä, = 2.fi, +Ä(9,1), 

R, = 2.Ä5 4-11(7,1), 

Ks = 2.Ä3 = 2 

setzen, und folglich ist 
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33. Ä,.+, = 2"-*+Ä(2fi+l, 1)+2.Ä(2«-1, l) + 2lÄ(2«-3, 1)+ ••• 

• ...+2''.Ä(2«-2j9+l, i) + -'-+2'^.R(q, l)+2"-'.Ä(7, 1) 
= 2"-'+r(2«+l, 1); 

wo die Zeichen /2(2»+l, 1) und r(2»+l,1) nur zur Abkürzung dienen. 
Setzt man nun in Gl. 32. 

Äjp+. = 2''-'+r(2p+l, 1), Ä,..,,^., = 2"-''-'+r(2«-2p-l, Ij, 

so erhält man 

Ä>.+i = ^/^^P~^-{'i'-'+2--\r{2n-2p-i,\)-\-2''-''-\ri2p+i,l) 

P = 0,i,2, n-i +r(2;> + l,l).r,2»-2p-l,l)). 

Zahlt man aber die beiden Endglieder der Reihe in Gl. 32. zusammen, setzt 

Ä,„_, = 2-'+r(2«-l, 1) 
und bemerkt, dafs r(5, 1) = r(3, 1) = ist, so ergiebt sich 

n^+i-'i +'i l — --rn — + — s^^j — + — 5371 — + •••• + — 5^175 — J 

+2.r(2«M,l)+^, /^"+^,^''"' -(2''-'.f(2«-2p-1,lj+2''-''-%r(2p+l,l) 
p = i,2,....,n-2 +r(2p+l, l).r(2«-2/>-l, 1)) 

= 2"-'+2"-V(2«+l,«-2) + 2.r(3«-l, l)+/"(2«+l, 1). 
Nach Gl. 33. ist daher 

r(2«+l, 1) = 2-^/•(2n+l,«-2)+2.r(2«-1,l)+/•'(2«+l,l), 
r(2fi-l,l) = 2"-*.A2«-1,«-3) + 2t(2«-3, l)+/"(2«-l,l), 

r(ll,l) = 2■^/(ll,3) + 2.r(9,l)+r(ll,l), 

r( 9,1) = 2>./'(9,2) + 2.r(7,l), 

r( 7,1) = 2".A7,1), 
mithin 

r:2n+l,l) = 2'-^[A2fl + l,ll-2)+A2«-l.'»-3) + ....+A9.2)+A7,l)] 
+/'(2ii+l, l) + 2./"'(2fi-l, l) + .... + 2^./'(2ii-2;^+1, l) + .... + 2-\/"'(ll, 1) 
= 2-\c(2i?+l, l) + r(2n+1,2). 

Die durch c(27»+l, 1) bezeichnete Reihe besteht aus der Summe aller Vor- 
zahlen, welche entstehen, wenn man in dem Ausdruck ^^ — 4ri4 — der Grörse n 
alle ganzen Zahlenwerthe von n = 3 bis und einschliefslich n = n und zu- 
gleich der Gröfse p alle ganzen Zahlenwerthe von p = l bis p = f}— 2 giebt; 
das beifst, es ist 

Orelle'B Journal f. d. M. Bd. XXYIII. Heft 3. 27 
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34. c(2«+l,l) = ^rrr + -51^ + -5rT^ +••••+ -^Tji — 

921-2 U2I-2 ^321-2 (2» + l)^'-2 

""• + 



5212 T ' 52 



2 



"^'"53 2 + 5i|2 + 53; 2" i r 53 2 

+ 

(2;i-3)'-^-2 (2ii-l)"-^»^ ( 2n+1)"-''~^ 

• 5»—» " 2 "' * ' 5»«— * .2 "T" ~ 5n— 4 I 2 

-3 1-2 /'9., I ^^M-3;-2 



(2n-l)»-3'-2 (2w+l> 



H tin— 3 2 " ' • 

+ 



5/1-3 2 T- 5n-3|2 

(2w+l)'-2i-2 



5«-.2 I 2 

Daher hat man 

Ä2H-M = 2»-'+2«-^c(2l^+l,l)+r(2/^+l,2). 

Führt man hiernach die Werlhe von R^^^^i und Ä2n-2;,-i in die Gl. 32. ein, 
ordnet die Producte nach den Potenzen von 2 und nach c(2p+l,l) und 

r(2/?-fl,2), so findet man auf demselben Wege 

Ä2.+1 = 2-V2-^c(2l*+l,l) + 2-^c(2n+l,2)4-r(2l*+l,3), 
wo 

35. c(2/e+l,2) 

= 2.;.,.e(2,+i, l,.[2E^I^ + 2£^>i'+....+2!+^] 

p = 3,4,..,.,w— 2 

ist und also Verbindungen zu zwei Elementen bedeutet. 
Auf diesem Wege erhält man allgemein 

36. R2«+i = 2'-^+2'»-\c(2/i+l, l)-f2'-^c(2ll+l,2) + .... 
^2«-2;,-l c(2»+l,j^)+.... 

Diese Reihe endigt entweder mit 2^ oder 2'', je nachdem n eine gerade oder 
eine ungerade Zahl ist. 

Die Coefficienlen c;2»+l, 1), c(2ii+l,2), , c(2i»+l,/?) be- 
deuten eigenthümliche Verbindungen zu 1, 2, 3, . . . ., j9 Elementen, welche 
nach folgendem Gesetz gebildet sind. 
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37. c(2«+l,p] 
= 2.-2;.C^4/)+igf-l ,/>-! j- [ sTF+v-i— + " " " 5''pT,^rn + •••• + — 5J;+p,T2 — J 

+3.;r,<4p+ä,-5,p-2).[2£i^9-;:^-%:r,i;.+'±tW!-— ..:9,i,+.... 

•••■ + 2=i?:^'---.o>-4;.-2,+5,l,] 

••••+'-^:3r.---<a«-4?-«»+9,»)] 

^2.S,x{4p-4r+2q+S,p-r}-l^^^^-^-:^:j:^, c,4r-l, r-1 )+^-^ \,_.;,^^^, , , c,4r+l,r-l) 

9 = 0, 1, 2, ....,n— 2/>— 1 r2«+<Vp-»'^+'^+' -- 1 



+ 



Ist p— r = r— 1, so kommt die Endreihe nur einmal vor; was immer alsdann 
eintritt, wenn p eine ungerade Zahl ist: ist p eine gerade Zahl, so mufs auch 
die letzte Reihe noch mit 2 multiplicirt werden. 

Eine andere Bildungsweise für c{2n+i^p) aufzufinden, ist mir nicht 
gelungen; wohl aber habe ich eine zur Berechnung zweckmäfsigere Form für 
c(2;i+l,l) gefunden, wovon ich aber hier nur die Ilauptresultate angeben kann. 

Man erhält durch Umformung der Reihe: 



Ä = ü,l,2,...,,n-p~2 



— 50.2' j«Mi ^'' V ^^ ' 51 m' jii 1 * ■" 2 

+ 52 ■>• ji-r- 3- "^•••• + 5r,r--|rii • ^^1 

2/' ;>/^>-i (w— 2p>'+^'i 



und dadurch die Reihe 



/(^»+l,n--^J - ^^--2 i ^yj^^ H -p^2 — + ----H 5^2!-2 — 

— 50, 2* jiii +51"! 2' 2^\~\ +52 "2- 3311 



2^ («-6)" 11 . 2'- (r*-2r)''-»n 1 

^ .^3 2 J4 I 1 T -r ^r , J 



53 2 ^4411 ^ T 3,, 2 ^^^l)r+lil -r 

27^ 
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Zuletzt erhält man 

Die Reihe endigt entweder mit 1"'^ oder mit 2" ^ je nachdem n eine un- 
gerade oder eine gerade Zahl ist. 

Berechnet man hiernach c(2»+l,l), alsdann nach Gl. 37. c(2it+l,2), 
c(2»+l,3) u. s. w., und hierauf nach Gl. 36. den Werth von Äin+i, so 
erhält man nach Gl. 31. den Werth von 932„+i; jedoch ist dieser Weg sehr 
weilläufig und beschwerlich. Indessen ist es nicht uninteressant, zu sehen, dafs 
solche Verbindungen wie R^n+i^i c(2ii+l,p) umgeformt und in Reihen nach 
den Potenzen von 2 geordnet werden können. 

Carlsruhe, im September 1841. 
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18. 

Bemerkungen zu der Abhandlung No. 22. Band 26. 
Heft 4. dieses Journals. 

(Von dem Herrn Professor E?ike zu Berlin.) 



Jjer Herr Professor Reuschle in Slullgarl hat in Heft 4. des 26len Bandes 
dieses Journals einen Aufsatz „Über die Deduction der Methode der kleinsten 
Quadrate aus Begriffen der Wahrscheinlichkeitsrechnung^'- gegeben, in welchem 
er auch meiner Bearbeitung dieses Gegenstandes erwähnt und an zwei Stellen in 
derselben Anstofs nimmt. Nemlich zuerst an dem Übergange von der endlichen 
Summation zum Integral, und zweitens an der Zurflckführung des Princips des 
arithmetischen Mittels auf die einfacheren Voraussetzungen, welche dabei zum 
Grunde liegen, oder aus denen es folgen würde. 

Was den ersten Punct betriift, den Übergang der endlichen Summation 
zum Integrale, so habe ich ihn allerdings nur angedeutet, weil er bei so vielen 
Untersuchungen vorkommt, dafs in einem speciellen Fall man annehmen kann, 
es sei nicht nöthig, ihn jedesmal vollständig zu deduciren. Da indessen Herr 
Professor Reuschle einen directen Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung anzunehmen scheint, so will ich hier kurz angeben, wie ich mir 
diesen Übergang gedacht habe. Ich möchte glauben, dafs Herr Prof essor Reuschle 
dieselben Schwierigkeiten in vielen andern Fällen, z. B. bei der Bestimmung 
der mittleren Temperatur aus einzelnen Beobachtungen finden würde, und dafs 
eben deshalb das hier berührte Problem im Grunde nichts mit diesen Schwie- 
rigkeiten zu thun hat. 

In Eulers Differentialrechnung P. II. §.121. sqq. findet sich eine Glei- 
chung für die Summirung einer Reihe, die hier vielleicht am directesten zum 

Ziele führt. Wenn 

d, Ä, c, . . . . f?, 2 

Glieder einer Reihe sind, die, wie Euler es ausdrückt, zum Zeiger. a? gehören, 

50 dafs die einzelnen Glieder gefunden werden, wenn x gleich 

1, 2, 3, .... X — 1, X 

gesetzt wird, so hat man strenge: 
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/' 



, , , , B, dz B^ d'z , B, rf's , „ 

zdx+ ^a+ -j-^- • -^ - f-2 i,-4 . -^^^j + -^7a- 3- 47576- • aV. • + Consl., 



WO die Conslante so bestimmt werden mufs, dafs die rechte Seile der Glei- 
chung Null wird, wenn x=^0. Man erreicht dieses, wenn man dieselben 
Glieder, weiche auf der rechten Seite für z gelten, auch für das Glied, welches 
dem x = correspondirt, hinzusetzt; aber mit entgegengesetztem Zeichen. 

W^enn x als Zahl eine sehr grofse Anzahl von Einheiten enthält, in 
Vergleich mit der Ausdehnung des ganzen Intervalls von bis x^ so kann 
man auf der rechten Seite alle Glieder aufser dem Integrale als verschwindend 
betrachten, weil ^s und das correspondirende Glied der Constante nur ein- 
zelne Glieder bei einer sehr grofsen Anzahl ahnlicher in der ganzen Summe 
betreffen, und die Differentiale, da sie durch die endlichen Differenzen ersetzt 
werden können, nothwendig ebenfalls sehr klein werden müssen, in diesem 
Falle. Die £i, £>, ß^ etc., welche die Bernoullischen Zahlen bezeichnen, 
bilden zwar in der Fortsetzung eine divergirende Reihe, allein es finden hier 
dieselben Betrachtungen Statt, wie bei ähnlichen Reihen, welche trotz dieser 
anscheinenden Divergenz sich einer Grenze nähern, und welche Lagrange 
„demi-convergentes^^ nennt. 

Hiernach wird man, um so genäherter, je gröfser die Anzahl der Ein- 
heiten in der Zahl x bei sonst gleichbleibendem Intervall von bis x ist, setzen 
können : 

2{a + b + C"" + f) + z) = f zdx. 

Um dieses noch augenscheinlicher zu bezeichnen, sei 

z =^ (p{a+xw) und a+xw = J, 

also, wenn w und a als constant angenommen werden, 

wdx ^ dJy 
80 wird die Gleichung 

ff 

und überhaupt, mit der kleinen Änderung, die auch gleich bei dem ersten Über- 
gange von der strengen Formel zur genäherten hätte eingeführt werden können, 
wenn a und b die Grenzwerthe von J sind: 

J^a bis .l^b /•'. fjlj 



£ 



bis./^6 /•'• ^ dJ 

<p{j) =y (pj- - 
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Diese Gleichung, bei welcher vorausgesetzt wird, dafs w ein beträcht- 
lich kleiner Theil von b—a ist, bedeutet eigentlich so viel als: man kann 
die Summirung auf zweierlei Art ausführen, entweder indem man alle einzel- 
nen Glieder summirt, wie auf der linken Seite angenommen wird, oder indem 
man die (pJ^ welche wesentlich als unter sich gleich betrachtet werden kön- 
nen, jedesmal zusammennimmt und ein einzelnes (pJ mit der Zahl — multiplicirt, 
welche ausdrückt wie viele gleiche (pJ einer bestimmten Gröfse vorhanden 
sind. Es mufs demnach die Gröfse von dJ so gewählt werden, dafs nirgends 
innerhalb der Grenzen von J und J-\-dJ eine Verschiedenheit der (pJ be- 
rücksichtigt zu werden braucht. Diese Vertheilung in Gruppen ist der Sinn 
der rechten Seite. 

Wenn es möglich ist, die Gröfse von w anzugeben, oder die Gröfse 
des Intervalls zwischen zwei unmittelbar auf einander folgenden J, so kann 
man, da die Wahl der Einheit, in welcher man J ausdrückt, willkürlich ist, 
dieses w als Einheit nehmen, oder man kann 

J =^ wJ' 

setzen, und folglich a = tca', b = wb\ Es wird dann statt (pJ oder rpwJ' 
einfach (fJ' geschrieben werden können, da w constant ist, und die Gleichung wird 

a' 

WO die Function qJ' auf beiden Seiten genau die nämliche ist. Dieser Fall 
tritt eigentlich strenge genommen bei unsern Beobachtungen wirklich ein, 
wenn J den Fehler einer einzelnen Beobachtung bedeutet, und rpJ' nach mei- 
ner Definition, die ich immer noch als die directeste und bestimmteste ansehe, 
die Anzahl der Fehler von der Gröfse J^ welche bei einer hinlänglich grofsen 
Anzahl von Beobachtungen Statt finden werden, wenn man die Anzahl der 
Beobachtungen gleich 1 annimmt, oder die Wahrscheinlichkeit des Fehlers J. 
Alle unsere Instrumente gehen nemlich immer bis zu einer gewissen Kleinheit der 
Unterabtheilungen fort; und Fehler, welche kleiner sind als die kleinsten Unter- 
ablheilungen, die noch geschätzt werden können, kommen in den Beobach- 
tungen selbst nicht vor. Ein Winkel-Instrument, welches durch einen Nonius 
bis auf 10'' getheilt ist, kann vielleicht noch V zu schätzen erlauben, gewifs 
aber nicht 0", Ol, so dafs, wenn man mit einem solchen Instrumente einen 
und denselben Winkel fortwährend beobachtet, die Fehler sprungweise min- 
destens von 0", Ol zu 0", Ol fortgehend angenommen werden können. Wäre 
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mit einem Instrumente dieser Art gefunden worden, dafs die Anzahl der Fehler 
von der Gröfse x, zu der Anzahl der Fehler von der Gröfse x sich immer 
durch ein bestimmtes Verhältnifs, als abhängig von der Sursersten Grenze der 
Fehler . . . ö . . . und der Gröfsen x und x, wobei alle Fehler positiv ge- 
nommen wären, etwa durch 

ausdrucken liefse, so kann man das Intervall bis a in n Theile getheilt sich 
denken, von denen jeder Theil gleich der kleinsten Unterabtheilung, oder noch 
kleiner ist. Es wird dann die allgemeine Form von (px 

(px = C.(a*—ax^+^x*]^ 

wo die Constante C zu bestimmen ist aus 

£"(px = 1. 

Für a hat man die Form nwy TOr x die Form mw^ wenn m alle ganzen 
Zahlen von bis n bedeutet, und die Gleichung zur Bestimmung von C wird 

C g-^- ic = 1, 

folglich, wenn man diesen Werth von C substituirt: 



(fX = 



60n 



5«^-i 'r n'"^^ n* ) 



46n*+45 
wobei X immer die Form mtv hat. Vermittels der Integration würde man aus 

f Ccpmdm = 1 
ü 
erhalten : 

^ _ 60 

oder 

Beide aus der endlichen Summation und aus der Integration gefundenen 
Werthe kommen einander um so näher, je gröfser n ist, so dafs man für die 
Praxis der gröfseren Bequemlichkeit wegen unbedenklich die letzte Form vor- 
ziehen kann; besonders da, wenn es auch möglich ist eine Gröfse für w anzuneh- 
men, die Wahl dieser Gröfse doch unter einer gewissen Grenze willkürlich ist. 

Nimmt man aber J als eine continuirliche Gröfse an, und folglich auch 
dJy wie klein dieses letztere auch gegen J sei, so wird man die Zahl der 
discreten Theile in einer solchen continuirlichen Gröfse, oder den obigen Bruch 
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nicht mehr durch eine Zahl ausdrücken können. Indessen unter der Vor- 

w 

aussetzung, die in dem Begriffe einer gleichförmig stetig sich ändernden Gröfse 
liegt, dafs die Anzahl der discreten Theile, welche in zwei continuirlichen 
Gröfsen von verschiedener Ausdehnung vorkommen können, nothw endig das- 
selbe Verhältnifs zu einander haben mflssen, wie die Ausdehnung der beiden 
Gröfsen zu einander, kann man diese ZurfickfOhrung auf ein bestimmtes Zahlen- 
verhältnifs zwischen discret und continuirlich bei Seite setzen, wenn man eine 
andere Einheit einführt, welche dieses nicht anzugebende Zahlenverhältnifs 
schon einschliefst. Man ändert deshalb die Gleichung in 

^l^a bis ^/^6 ^b 

2w<pJ = / (f/idJ 

a 

um und bezieht die Zahl, welche sich aus dem Integral ergiebt, auf eine neue 
Einheit, welche durch die Summe der (p J defmirt werden kann, die während 
der continuirlichen Einheit, in welcher J ausgedrückt ist. Statt finden würde, 
wenn während dieses Intervalls (p A constant gleich 1 wäre. Diese neue Ein- 
heit, die Flächen -Einheit bei der Quadratur, ist zwar auf der ursprünglich an- 
genommenen bei J basirt, oder auf der Längen -Einheit, aber nicht mit ihr 
so vergleichbar, dafs zwischen beiden ein Zahlenverhältnifs gedacht werden 
könnte. Hiernach addirt man in dem Integral die einzelnen Elemente, in dieser 
neuen Einheit ausgedrückt, zusammen, oder zieht auf der linken Seite so viele 
discrete Intervalle zusammen, dafs aus ihnen ein aliquoter Theil der continuir- 
lichen Einheit entsteht, insofern angenommen wird, dafs die Anzahl der u) 
in einem noch so kleinen d^i sich zu der Anzahl aller w in dem Intervall 
h — a verhält, wie dJ zm h — a selbst. Dafs dabei dJ so klein sein mufs, 
dafs innerhalb /l yxxA J\dJ die Function ^z/ als constant angesehen werden 
kann, versteht sich eben so wie oben. 

Wendet man dieses Verfahren auf das vorige Beispiel an, so wird zur 
Bestimmung von C 

rC{a^ — a^x'Wx^)dx = 1 



oder 
folglich 



c= ^ 



46a» ' 
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und also die Anzahl der Fehler zwischen x und x-{-dx: 
^xdx = -^(l-^+i-).^; 

welcher Ausdruck, da — = — ist, mit dem früher gefundenen <px völlig 
übereinstimmt, wenn 

— i- = — oder dx = — a, 
an w ' 

das heifst, wenn dx ein so kleiner Theil von a sein könnte, dafs das Intervall 
dx von den zwei nächsten unmittelbar auf einander folgenden Fehlern, zwi- 
schen welchen kein anderer liegen könnte, begrenzt würde. 
In den beiden Gleichungen, der hier angewandten 



und der früheren S'^wJ =^ 1 



bedeutet die Einheit auf der rechten Seite nicht dasselbe. In der ersteren 
ist es die Summe aller (pJ während des Intervalls 1, wenn überall (pjz=zl 
wäre, und diese Summe wird der Anzahl der Beobachtungen gleich gesetzt. 
In der zweiten ist es die wirkliche Summe aller der Brüche (pJ^ die in jedem 
einzelnen Puncto, wo ein J Statt finden kann, wirklich durch die Function ipJ 
gegeben werden. Soll deshalb in beiden Gleichungen 9) <i genau Dasselbe be- 
deuten, so wird man in der zweiten dieselbe Hypothese machen müssen, welche 
bei der ersten Statt findet, das heifst, man wird in jedem der einzelnen n Functe, 
in welchen ein^ möglich ist, 9)^ = 1 setzen müssen. Die ganze Summe wird 
folglich =n, und die zweite Gleichung mufs dann heifsen: 


oder, was dasselbe ist, 


weil hier a selbst als Einheit angesehen , in n Theile getheilt und J in Thei- 

len dieses a ausgedrückt gedacht worden ist. 

Die Stelle in meiner Abhandlung, an welche Herr Prof. Reuschle An- 
stofs genommen, lautet vollständig so: 

„Aufserdem liegt es in der Definition von ^z/, dafs für eine so grofse 
Anzahl von Beobachtungen, dafs alle Fehler, jeder in dem gesetzmäfsigen Ver- 
hältnifs seiner Häufigkeit, darin vorkommen, 
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,,Aas dieser Form sieht man, dars bei der miendlichen Anzahl der^, 
wenn man aUe Abslufongen von z/=() bis J:=a betrachtet, fflr ein bestimm- 
tes J die Function (pJ ein Unendlichkleines sein wird. Man drfickt nach 
dem analytischen Sprachgebrauch diese Bedingung bequemer so aus, dafs man 
nicht die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Fehlers dlein betrachtet, sondern 
die Wahrscheinlichkeit der Fehler, die innerhalb der unendlich nahen Grenzen 
J und J-^-dJ liegen, zusammen. Innerhalb dieser unendlich nahen Grenzen 
wird der Werth von q)J als constant betrachtet werden können. Hiernach 
ist die Wahrscheinlichkeit der Fehler zwischen J und 'J-^-dJ^ =(pJd^^ 
und Oberhaupt die Wahrscheinlichkeit der Fehler zwischen den Grenzen a und b 
gleich der Summe dieser Elemente innerhalb der angegebenen Grenzen, oder 

=J (pJdJ. 

a 

Fflr die Grenzen, welche alle Fehler umfassen, — oo und -|~«>9 wird 

/+« 
<pJäJ = 1, 

— « 

gleich der Gewifsheit. Das letztere Integral giebt den Flächen -Inhalt der 
Wahrscheinlichkeitscurve, von der Absdssen-Axe bis zur Curve genommen« 
Es stellt die Anzahl von Beobachtungen vor, welche Oberhaupt möglich sind 
und alle Fehler umfassen. Jedes Flächen- Element (pJdJ giebt, damit ver- 
glichen, die Anzahl von Beobachtungen, welche, in der ganzen Anzahl, Fehler 
zwischen J und J-^-dJ geben, oder es giebt die Anzahl von Beobachtungen 
mit diesen Fehlem behaftet, welche wahrscheinlich Statt finden werden, wenn 
die ganze Anzahl gleich 1 gesetzt wird.'' 

So weit die Stelle aus dem astr. Jahrbuch fOr 1834 pag. 254 und 255. 
Herr Prof. Reuschle sdiiebt bei der AnfOhrung nach dem Worte „Bedingung'* 
die Erklärung ein: (px fOr ein bestimmtes x unendlich klein. Dieser Znsatz 
ist irrig. Die Bedingung, von welcher hier die Rede ist, ist nicht, dafs q>x lür 
ein bestimmtes x unendlich klein sein werde, weil es unendlich viele x giebt: 
etwas, was gar nicht Bedingung heifsen kann: sondern es ist die Gleichung 
SifJ=^\ selbst, in welcher eine Bedingung, der q>J unterworfen werden 
mufs, liegt. So bereitwillig ich nun aach einräume, dafs in den beiden Glei- 
chungen S(pJ=^i und fipJdJ^=\ die Function ipJ nicht Dasselbe be- 

28* 
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deutet, sobald man nemlich für dJ keine angebbare Einheit substituiren kann, 
in welcher J sich ausdrücken liefse, sondern dafs, wenn man 97 z/ in der Be- 
deutung, welche es in der zweiten Gleichung hat, beibehalten will, in der 
ersten 2(pJ = n gesetzt werden müsse, oder dafs die strenge Definition 
von (pJ jetzt so heifsen mufs: es sei die Anzahl der möglichen Stellen, in 
welchen ein Fehler Statt finden kann, = n, und eben so grofs die Anzahl 
der Beobachtungen; alsdann wird q)J die Anzahl der Fehler sein, welche 
nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung von d^r Gröfse J vorkommen wer- 
den: so glaube ich doch, dafs wenn Herr Prof. Reuschle die Schwierigkeit 
nicht ganz wo anders gesucht hätte, als wo sie meiner Ansicht nach liegt, 
und wenn er, wie ich bei meinen Lesern annahm,^ sehr bekannte ähnliche 
Probleme verglichen hätte, er die angeführte Stelle nicht so bezeichnet haben 
würde, als sei in ihr, wie er sich ausdrückt, das Differential untergeschoben. 

Bei dem zweiten Puncte der Zurückführung des Princips des arith- 
metischen Mittels auf einfachere Voraussetzungen hat Herr Prof. RetiscMe mich 
offenbar ganz mifsverstanden. Mein Gang ist folgender. Wenn man stufen- 
weise aufsteigt von einer geringeren Anzahl gleich guter Beobachtungen zu 
einer gröfseren, so findet sich zuerst, dafs wenn nur zwei Beobachtungen ge- 
geben sind, a und b, die Annahme von ^(^-{-0)^ als des aus ihnen allein 
folgenden Resultats, auf der Hypothese beruht, dafs gleich grofse positive und 
negijtive Fehler gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Mit dieser einzigen Hypo- 
these reicht man aber bei einer gröfseren Zahl nicht aus; schon bei dreien 
nicht. Wenn nemlich a, b, c beobachtet sind, so wird man aus der Gleichheit 
der Beobachtungen nur schliefßen können, dafs das wahrscheinlichste Resultat 
eine symmetrische Function in Bezug auf a^ b und c sein mufs. Um weiter 
zu gehen, mache ich die zweite Hypothese, dafs es möglich sein soll, das wahr- 
scheinlichste Resultat jedesmal genau von derselben Gröfse zu finden, wenn 
man auch nicht die einzelnen Beobachtungen selbst kennt, sondern nur die 
Resultate, welche nach richtigen Principien aus beliebigen Verbindungen d^r 
einzelnen Beobachtungen unter sich abgeleitet sind. Bei drei Functionen müfste 
man, dieser neuen Hypothese zufolge, dieselbe symmetrische Function finden, 
sowohl wenn man die einzelnen a, b, e selbst kennte, als auch, wenn man blofs 
\{a-\'b) und c, oder \{a-\-c) und b, oder ^ifi-^-c) und a kennte, ohne die 
einzelnen Werthe selbst zu benutzen. Wdche Function von i(€i-f^) und c 
(oder der andern beiden Verbindungen) man. aber auch annimmt, so wird die 
Entwicklung doch nur in drai Falle eine symmetrische Fnnction von den ein- 
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zelnen a, b, c geben können, wenn c eben so mit a wie mit b verbunden 
ist, und zwar eben so wie a mit b selbst. Die letztere Verbindung ist in 
\{a-\-b) linear. Folglich mufs c auch mit a und b eben so linear verbunden 
sein, und eine Function von a-|-Ä-}-c = * wird demnach die einzige sein, die 
der verlangte!} Bedingung Genfige thut, weil sie einmal blofs die Kenntnifs des 
Resultats zweier Beobachtungen, nicht die Kenntnifs der Beobachtungen selbst 
voraussetzt, und zweitens, weil sie in Bezug auf alle drei Gröfsen symmetrisch 
ist. Wählte man eine andere als diese lineare Form a-\-b-\'C^ so würde eiül- 
weder die am Ende der Entwicklung erhaltene Function wohl in Bezug auf 
a und b, nicht aber in Bezug auf c symmetrisch sein können; oder es wQrde 
die Kenntnifs der einzelnen a und b^ nicht blofs ihrer Summe a-f i, dabei vor- 
ausgesetzt werden mflssen. Sobald man aber dem Endresultate die Form zu- 
gesteht, dafs es nur eine Function der Summe ö-fA-f c sein darf, so giebt 
der Fall, dafs a = b=^c, das arithmetische Mittel, und das Fortschreiten von 
3 zu 4, 5 etc. Beobachtungen sichert dem arithmetischen Mittel die Allgemeinheit. 

Den eigentUchen Nerv dieser Hypothese, die blofse Kenntnifs des Re- 
sultats früherer. Beobachtungen ohne die einzelnen Data selbst zu benutzen, 
hat Herr Prqf. ReuscAle völlig übersphen, und sich nur an den Ausdruck „sym- 
metrische Endfunction'' gehalten. Darum sind auch alle seine angeführten Bei- 
spiele irrig, und jedes andere Beispiel wird eben so wenig treffen, wenn es 
nicht auf die Form einer Endfunction von n-f 6-f ^ zurückgeführt werden kann. 

Wenn/ man die beiden Hypothesen annimmt, dafs erstlich die Wahr- 
scheinlichkeit der Fehler blofs von ihrer Gröfse, nicht von ihrem Zeichen ab- 
hänge, und dafs zweitens die Herleitung des wahrscheinlichsten Resultats nicht 
erfordere, dafs man immer jede einzelne Beobachtung gehörig berjQcksichUge, 
sondern es auch eben so genau erhalte, wenn man die einzelnen Beobach- 
tungen nach dem richtigen Princip gruppenweise verbindet und die Resultate 
der Verbindungen allein, ohne weiter die einzelnen Beobachtungen zu berück- 
sichtigen, wieder zusammennimmt: so ist damit das arithmetische Mittel bewiesen, 
und die Methode der kleinsten Quadrate mit demselben. Beide Hypothesen ba-^ 
ben die Ähnlichkeit mit einander, dafs sie die Möglichkeit der Erkenntnifs der 
Wahrheit bedingen: die erste in theoretischer Hinsicht, die zweite in practischer. 
Wenn bei den angewandten Methoden die erste Hypothese auch unrichtig ist, 
so können wir, insofern nur diese Methoden in Betracht kommen, doch nicht 
anders als die Hypothese machen, die Wahrheit sei nur relativ zu nehmen, in 
Bezug auf die Mittel, die uns zu Gebole stehen, sie zu erforschen. Die zweite 
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Hypothese wird durchaus noth wendig, wenn die Vermehrung der Beobach- 
tungen uns dem Ziele näher fuhren soll. Denn ohne sie würde es sehr bald 
unausführbar für die Praxis werden, immer zu den allerersten Grundlagen zurück- 
zugehen; ja wir nehmen sie eigentlich immer an, insofern das, was man das 
einfache Resultat einer Beobachtung nennt, in allen Fällen schon aus Einzeln- 
heiten, die wir unterscheiden könnten, wenn es erforderlich wäre, zusammen- 
gesetzt ist. Der Grund weshalb ich es gleichwohl Jedem überlassen habe, 
ob er einfach das Princip des arithmetischen Mittels annehmen, oder bis zu 
diesen beiden Hypothesen zurückgehen wolle, liegt deshalb nicht darin, dafs 
ich an der strengen Begründung, sofern man die Hypothesen macht, irgend 
gezweifelt hätte, sondern weil bei Hypothesen überhaupt das Gefühl jedes 
Einzelnen darüber zu entscheiden hat, welche er für annehmbarer hält. 

Die Veranlassung zu dieser Auseinandersetzung läfst mich noch erwäh- 
nen, dafs die gewöhnlichen Beispiele, welche bei der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung zur Erläuterung gewählt werden, nemlich meistens Urnen mit verschieden- 
farbigen Kugeln, oder vielseitige Prismen, die bei dem jedesmaligen Wurfe 
nur auf ihre Seitenflächen fallen können, für die Anwendung auf die Fehler 
der Beobachtungen nicht ganz zweckmäfsig zu sein scheinen. Ansprechender 
möchte das Folgende sein. Man denke sich eine Zielscheibe, in deren Mitte der 
Zielpunct angegeben ist; man lasse die verschiedenartigsten Geschosse gegen sie 
gerichtet sein, und bemerke die Puncto, wo diese Geschosse die Zielscheibe 
getroffen haben. Man stelle sich dann die Aufgabe: nach Verlöschung des 
eigentlichen Zielpunctes aus den vorhandenen Treffpuncten den ersteren wieder 
herzustellen: so werden sich an dieser Art von eigentlicher Beobachtung viele 
Puncto erläutern lassen. Die Erweiterung der Grenzen bis unendlich; die Ver- 
schiedenheit zwi3chen constanten und unregelmäfsigen Fehlern; die Verwandt- 
schaft der Formeln fQr die Bestimmung des Schwerpunctes mit denen der 
Methode der kleinsten Quadrate; selbst die Benennung „Gewicht einer Reihe 
von Bestimmungen,'* und viele andere Erläuterungen knüpfen sich sehr an- 
schaulich an dieses Beispiel an. 

Die andern, nur kurz angedeuteten Ausstellungen des Herrn Professor 
Reuschle gegen meine Darstellnngsweise, wie z. B. bei der Theorie des mitt- 
lem Fehlers pag. 357, erledigen sich von selbst durch das hier Ausgeführte. 
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19. 

Einfacher Beweis und Verallgemeinerung des Fun- 
damentaltheorems für die biquadratischen Reste« 

(Von Herrn Stud. 6. Eisenstein zu Berlin.) 



IJas Hauptproblem, auf welches sich alle Fragen über biquadratische Reste 
zurückfahren lassen, erfordert für je zwei complexe Primzahlen a-f ^^* ^^^ 
C'\-diy erstere als ungerade vorausgesetzt, die Erforschung des Rests der 
Potenz (c-f rfO^**'^*'"*^ nach dem Modul a-\-biy d. h. die Bestimmung derjeni- 
gen unter den vier complexen Einheiten 1 , i, — 1 , — i, welcher jene Po- 
tenz nach dem Modul a'\-bi congruent ist. Zur Lösung dieses Problems bietet 
sich der einfache Gedanke dar, die in Rede stehende Potenz dergestalt ana- 
lytisch umzuformen, dafs in der That die Division durch den Modul^ allgemein 
ausgeführt und der Rest der Division direct beurtheilt werden könne. Dieses 
gelingt, wie man sehen wird, für die einfachsten Falle, während sich die zu- 
sammengesetzteren auf jene reduciren lassen. 

Von dieser Haupt-Idee geleitet, stellte ich die hier folgenden Unter- 
suchungen an. Der gegenwärtige Beweis setzt, aufser den ersten Elementen 
der complexen Zahlen, durchaus nichts weiter voraus. Ich habe mich in 
dieser Abhandlung bemüht, alle Auseinandersetzungen so deutlich zu machen, 
dafs sie selbst dem Minderbewanderten zugänglich sein werden. 

§. 1. 
Definitionen und einfache Folgerungen. 

Wenn /i^ = a-f 6J eine ungerade complexe Primzahl (der Fall £ = () 
nicht ausgeschlossen), /i = fl'-j-Ä^ = iV(fl-|-6i) ihre Norm ist, und a irgend 
eine nicht durch pi theilbare ganze complexe Zahl vorstellt, so mag der Kürze 
wegen das Symbol [a; Pi'\ diejenige complexe Einheit bezeichnen, welche 
^flfiO'-» (mod.;i|) ist. Wenn a durch p^ theilbar ist, so soll dasselbe Symbol 
die Null bezeichnen, so dafs in allen Fällen 

ix4<p-o ^ [cf. ^j (mod. /i|) ist. 
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Wenn während einer Untersuchung der Modul unverändert bleibt, so 
werde der Bequemlichkeit halber statt des Zeichens [«;/?i] das einfachere [«] 
mit Hinweglassung des Moduls geschrieben. Dieser Abkürzung haben wir 
uns, besonders im zweiten Paragraph, durchgängig bedient. Alle dort vorkom- 
menden Symbole beziehen sich auf den Modul p^^ und es ist also kein Mifs- 
verslfindnifs zu befürchten. 

In Beziehung auf die eben aufgestellte Bezeichnung bemerkt man so- 
gleich einige einfache Eigenschaften, welche hier für den spätem Gebrauch 
zusammengestellt werden mögen. Wenn a nicht durch p^ theilbar ist, so hat 
man [«; ;iip = ± 1 ^^ «-^''^'^ (mod. ^i), so dafs es also von demWerthe des 
Quadrats [a ; /ii]^ abhängt, ob a zu p^ quadratischer ^esl ist, oder nicht; und 
zwar findet der erste oder der zweite Fall Statt, je nachdem in der eben hin- 
geschriebenen Gleichung das obere oder das untere Vorzeichen gilt; ferner ist 
immer [a ; p^]* = 1 . 

Wenn a und [i irgend zwei ganze complexe Zahlen sind, so hat man 
l«;/>i][/5;/'i] = [«/^, Pi]^ und aus a=/3 (mod. /ij folgt [«;/>,] = [/?; M 
Hiernach ist ferner [«]^ = [«<"] , [a]*"^ " = [«-"] , wenn fi und r irgend zwei 
ganze reelle Zahlen vorstellen; — = [cf]^ u. s. w. 

Man kann den Alodul pi mit einer der complexen Einheiten multipliciren, 
ohne dafs sich der Werth des Symbols [«;/?,] ändert; denn jede Zahl, welche 
durch pi theilbar ist, ist es auch durch i"pi^ und umgekehrt; es ist folglich 
[a\pi] = [a;i^Pi]. Man darf jedoch nicht auf dieselbe Weise [«;;>,] mit 
[i" «;;>,] vertauschen; aber es ist [i^cci Pi\ = [if PiY[a; Pi]. Es ist daher 
zweckmäfsig, sogleich den Werth von [t ; pi] zu bestimmen. Unmittelbar aus 
der Definition von [•/ pi\ ergiebt sich [f ; ;>,] = i^^^^K Wählt man , was immer 
möglich ist, p^==a-\'bi unter den associirten complexen Primzahlen so aus, dafs 
entweder a ^ 1 (mod. 4), Ä ^ (mod. 4), oder dafs a ^ — 1 (mod. 4), 
J^ 2 (mod. 4) ist, so hat man im ersten Falle a=4/i-(-l, Ä = 4r, fl^^8,a-f 1 
(mod. 16), * = () (mod. 16), also ;> = ii'-]-*' =8^-f-l (mod. 16), i(p—i) 
= 2^ = — 2// = — i(a— 1) (mod. 4), folglich ist 

Im zweiten Falle hat man « = 4^ — 1 , J = 4i^-f - ? ^' ^ — 8,u -f 1 
(mod. 16), *'^4 (mod. 16), also p=: — 8/i-f-5 (J^oi. 16), i(p—l)^ 
— Qfi-\'i (mod. 4), folglich ebenfalls, wie vorbin, [•; pi] = f'^'^^K Jede ganze 
complexe Zahl a-^bi, welche ^1 (mod24-209 d.h. für welche entweder 
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a^l (mod.4), 6^0 (inod.4), oder a^— 1, 6^2 (mod. 4) ist, heirst 
primär. Ist also a + bi eine primäre complexe Primzahl, so hat man [i;a+bi] 

Da nach der Definition [c+di;a+bi] = {c+di)^^'''-^'''''^ (mod.a+6i) 
ist, so folgt, wenn man Qberall i mit --t vertauscht, 

[c+di; a+btj = (c-rffV« <"'+'''-'> (mod.a-W); 
mithin ist 

[c— rf«;«— 6«] = [c+di; a+bi]^. 
Wenn q eine eingliedrige complexe Primzahl ist, d. h. eine reelle Prim- 
zahl, welche, abgesehen vom Zeichen, die Form 4» + 3 hat, und A reell und 
nicht durch q theilbar ist, so ist immer [A;(/] = l; denn da q^ die Norm 
von q ist, so hat man [A; q]^ A^^'^'"^^ fmod.^/}, folglich, weil Hq-h^) 
eine ganze Zahl ist, 

[A; q] ~ (A5-^)iC9-t-i) ^ 1 {mod.q] 
nach dem Femia/schen Satze, also [A;q]^i. 

Wenn P irgend eine ganze complexe Zahl ist und w, u)\ u}\ .... 
sind complexe Primzahlen in beliebiger Anzahl und gleich dder ungleich, so 
werde die Bedeutung des Zeichens 

[P;tt>a)'ü>"....] 
dahin ausgedehnt, dafs nun darunter das Product 

zu verstehen sei. Die Bedeutung von \P; Q\ wenn P, Q irgend zwei ganze 
complexe Zahlen sind und Q ungerade ist, ist also dann allgemein festgestellt; 
der Werth des verallgemeinerten Symbols ist immer noch eine der vier com- 
plexen Einheiten, wenn P und Q relative Primzahlen sind; aber Null, wenn 
P und Q einen gemeinschaftlichen Theiler haben. 

Wenn P und Q relative Primzahlen sind, so soll der Exponent der- 
jenigen Potenz von f, welche den Werth von \P; Q\ angiebt, der biquadra- 
tische Character von P in Bezug auf Q heifsen. 

In Hinsicht auf die verallgemeinerten Symbole gelten ahnliche Satze, 
wie die obigen. Man hat, wenn P, P\ Q, Q' irgend vier complexe Zahlen 
sind und letztere beide ungerade vorausgesetzt werden, wie leicht zu sehen: 

[P; Q] [P"; Q] = [PP'; Ql [P; Q] [P; Q'] = [P; QQ% 

[PF; QQ'] = [P; Q] [P'; Q] [P; Q'] [P',- Q% 
[P;i''Q] = [P;Ql 
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Aus P = F (mod. Q) folgt [P; Q] = [P; Q]. Ferner ist 
[C^Di;A-Bi] = [C+Di; A+BtJ. 
Wenn A+Bi primär, d.h. ^1 (mod.2 + 2i} ist, so ist, überein- 
stimmend mit der oben für primäre Primzahlen bewiesenen Formel, 

[i;A+Bq = f*(-^-^>; 
denn setzt man A+Bi= {a + bi)[a+b'i){a"+b"i) ....^ wo a+bi etc. primäre 
complexe Primzahlen vorstellen, so ist einerseits 

[i; A+Bi] = [i; a+bi] [i; a'+ b'i] [i; a"+ 6"f] .... 

— • 9 

andrerseits aber auch« wie leicht durch das /fä^/itersche Verfahren zu beweisen 
t{a~l) + ^:a'-l)-fi(a"-l; + —^iC^-l) (mod. 4); folglich u. s. w. 

3Ian bemerke noch die Formel 

l-i; A+Bi] = (-l)*(-*-^>. 

Wir sahen, dafs fQr eine reelle Primzahl q von der Form 4ii+3, 
und für eine reelle, nicht durch q theilbare Zahl A, [A;q] = i ist. Das- 
selbe gilt auch^ wenn q von der Form 4;»+! ist: denn setzt man in diesem 
Falle q^qiqz'i wo q^ und q. conjugirte complexe Primzahlen sind, so erhält 
man, da A reell ist, also sich nicht ändert, wenn man i mit —i vertauscht, 
[A: q.] = [A: q^f. also [A; g,] [A; gj = [A; q] = [.4; q^]* =1. Es ist folglich 
auch allgemein, wenn .4 und B irgend zwei reelle ganze Zahlen ohne ge- 
meinschaftliche Theiler vorstellen und B ungerade ist, also A und B aus lauter 
reellen Primzahlen, theils von der Form 4ii+l, theils von der Form 4/i+3 

zusammengesetzt sind. 

[A:B] = 1. 

Diese vorläufigen Betrachtungen mufsten angestellt werden, um den 
Gang der spätem Untersuchungen nicht zu unterbrechen. Ehe wir dieselben 
verlassen und dem Hauptgegenstande näher kommen, ist aber noch eine Bemer- 
kung nöthig. Wenn p^ eine complexe Primzahl und a das allgemeine Glied eines 
voliständiaen Restensystems für den 3Iodul pi vorstellt, d. h. wenn a eine Reihe 
von p nach dem mod./>i incongruenter Werthe darstellt, so stellt ;ia ebenfalls p 
nach dem mod./^. incongruenter Werthe dar. und ist folglich gleichfalls das all- 
gemeine Glied eines vollständigen Restensystems mod./[?i: vorausgesetzt, dafs 
ii constant und nicht durch den Modul p^ theilbar ist. Hat man also einen 
Ausdruck, dessen Variabein und Elemente vollständige Restensysteme nach 
dem mod./7 durchlaufen, und bleiben die einzelnen Glieder dieses Ausdrucks für 
congruente Werthe der Variabein unverändert, so kann man jede der Variabein 
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resp. mit einer beliebigen constanten, durch p^ nicht theilbaren ganzen com- 
plexen Zahl multipliciren, ohne den Werth des in Rede stehenden Ausdrucks 
zu verändern. 

§2. 
Betrachtung einer besondem Gattung von Summen. 

Es seien pi = a+bi, p2 = ö+6i zwei conjugirle zweigliedrige com- 
plexe Primzahlen; ihre gemeinschaftliche Norm sei die reelle Primzahl p von 
der Form 4n+l; ^m ^i? ^3? *••• ^m ^^^^^ allgemeine Glieder eines voll- 
ständigen Restensystems für den mod.pi. Man betrachte den Ausdruck 

-2*[ai][«2][a3].-..K] = V^(/0. 
in welchem sich die Summationen über die Werthe von a^^ a^^ a^^ .... a^ 
erstrecken, während alle symbolischen Ausdrücke sich auf den Modul p^ be- 
ziehen. Da dieser Ausdruck \f.f{u) oifenbar nichts anders ist, als die tite Potenz 
von -S*[ai], und da -2*[«i] = ist, so hat man 

i/'(u) = 0. . 
Für jedes Glied des Ausdrucks rp{u) mufs die Summe der Elemente 

«i + «2+«3H h«^ = S 

einem der Glieder des vollständigen Restensystems mod.j^i congruent sein. 
Fasset man jedesmal alle diejenigen Glieder von ip[u) zusammen, für welche S 
demselben Gliede des Restensystems congruent ist, so erhält man i^(^) in p 
Partialsummen zerfället, von denen wir diejenige, deren sämmtliche Glieder 

der Bedingung 

S = /? (mod./?i) 

genügen, durch \p{Ujß) bezeichnen. Man hat für diese Partialsummen, nach 

der Definition, wenn ß das allgemeine Glied eines vollständigen Restensystems 

mod.j^i darstellt, zunächst 

1. i//(iO' = ^y^ifhß) = 0. 

wo sich die Suromation auf (3 bezieht. 

So oft A" nicht durch p, theilbar ist, kann man in der Partialsumme 

ip{u,k) = -S[aJ[aJ[«3]....K] 

{«i+a,+«3H ha|/=Ä* (mod./;,)l 

«1, «2^ «31 «/i resp. durch kßi^ Ar/Jo, /r/^j, .... kß^ ersetzen und die 

verschiedenen ß, so weit es sich mit den übrigen Bedingungen verträgt, wiederum 
vollständige Restensysteme mod.jc^i durchlaufen lassen: welches 

-^[¥.][&Ä][AY^3]....[¥.] 
{*/?,+ÄÄ+AA + --+M^=*(mod.p,)| 

29» 
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giebt. Schain man die Bedingungscongruenz durch die Division mit k weg und zieht 
aus dem allgemeinen Gliede der Summe den Factor [ky heraus, so ergiebt sich 

\ß^+ß. + M +ßM = i (m0d.p,)}, 

folglich, sobald A* nicht durch pi theilbar ist, 

2. !/'(.(/, Ä) = [kYrf'{u,n 
Wegen (1.) folgt hieraus i/'(i/,0)+-5'[/fl'Xw, 1) =0 und 

3. V' (."^ 0) = —(/>— 1 ) y (/t, 1 }, oder = 0, 
je nachdem u von der Form 4/i^ oder nicht von dieser Form ist. 

Zur näheren Bestimmung des Werths der Summen rf'[u,k) bilde man 
die Recursionsformel 

4. Vi/'^*} = -2'[a]i//(a--l,*— a\ 
in welcher et das allgemeine Glied eines vollständigen Restensystems mod./7i 
ist. Die Richtigkeit derselben erhellet aus der Gleichung 

i/':ii, Ä- = :S'[«JxK][«2][«3]....[fVi] 

l«i+«»+«3H r««-i=A— «u (med./;,)}. 

Die Recursionsformel liefert zunächst für u = 4w, 

nach /2.\ folglich 

(y',4//, 0.^ = [-l]^7>-l^/'(4;l-l. r- == (;?--l^[--llV'(4w--l, 1), 
mithin auch nach '3.^ 

wAn.V. = -[-l]U',4«-hl}. 
Die Recursionsformel giebt ferner, mit Benutzung von ^;2.' und (3.\ 
i."-ln + \. r = 2f[(t]t/',4w, 1-«^ = if'Jn,0:+:Sla]ii'[AnA)-u\4n, 1) 

Kndlich erhält man für i/ — 4/*-r2. 4w-r3* 

1/ Iw f.2, r r. -L«]*' J/'-rl. 1-« = V 4/i + l. 1 3[«] 1-«:. 
(/•.4w-r3. 1 --■ -iV']i".4/*-r2. 1~« = </• 4fi-2. 1 '-2'[a][l~ß]-. 
Setzt man der Kürze weiren 

und t' «. t —/ *i . so ergiebt sich 
lolsrlich alliremein 



19. Eitenttein, tiber biquadrMüche Rate. 229 

.V'(4«+l,l) = p'[-i]'P'Q% 
)V(4«+2,1} = p-[-l]"P'-"(?", 

wo n die Null oder irgend eine ganze positive Zahl bezeichnet. Die VVerthe 
von V'(i">/^)» wenn ji von 1 verschieden ist, findet man hiernach sogleich 
mit Hülfe von (2.) und (3.). 

Wir wollen noch die Anzahl der von verschiedenen Glieder suchen, 
welche die Summe ip{fi,k) enthalten. Bezeichnet man diese Anzahl durch 
Z{fji,k)., so ist offenbar, wenn k nicht durch pi Ibeilbar ist, Z(/i, A) = (.//, 1), 
folglich, wie leicht zu sehen, 

Z(«+l,l) = Z;X0) + Zf«,2)+Z(,H,3)+-... + Z(,//,/>-l) 
- Z .«, 0) + 1 /> - 2) Z (,H, 1 ), und 
Z(.«4-l, 0) = ZC«, l:+Z(», 2)+--+Z(«.,p-l) = (/>-l)Z(,«, 1). 

Hieraus ergiebt sich Z(1,0.)=0, Z(l, 1) = 1, Z(2,0) =/;-!, Z(2, 1) = 
p-2, Z(3,0) = (/,-l)(p-2}, Z(3,l) = (p-l) + (/>-2)S Z(4,0) = 
{p-\f^{p-\)[p-2)\ Z{4, 1) = 2(p-l)(>-2j + (;»-2)» u. s. w. Es 
hat keine Schwierigkeit, durch Auflösung der Differenzcngleichung 

Z(u, 1) = (/»-2)Z,,«-1,l)+i/»-l)Zji-2,l) 
den VVerth von Z(u, 1) und hieraus auch den von Z(/t, 0) allgemein zu 
finden. In der That ergiebt sich Z(», 1) = -- ((/>-l )"-(-!)"). 

§. 3. 

l'bcr den Uest der Sumiiieu rp((i,l) (mod.q). 
Es ist für das Folgende nötliig^ den Rest zu bestimmen, welchen für 
eine reelle Primzahl q die Summe ipiq^ 1) läfsl, wenn man sie durch q dividirt. 
Diese Division läfst sich in der That allgemein verrichten. Es sei q eine 
von p verschiedene reelle und ungerade .positive) Primzahl. Untersuchen 
wir zunächst, ob in der Summe 

Glieder vorkommen können, für welche «, -.^ «., = ... = r^,^, ncmlich alle 
Elemente, einander gleich sind. Für alle Glieder, welche dieser letztem Be- 
dingung genügen, ist auch qa^ :.-i^ l (mod.y/i): eine Congruenz, welcher im- 
mer ein, aber nur ein einziger Werth von «, genügt. Wird dieser Werth 
durch r bezeichnet, so dafs qrs^l (mod./>,) ist, so kommt in ^'(7, 1) das Glied 
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[r] [r] [r] . . . . [r] = [r]' = [9?^ vor (und nur dieses), für welches alle Elemente 
einander gleich sind. Alle Glieder erscheinen in Gruppen zu je q: denn, ist 

[«1] [«2] [«3I .... [«,-2] [«,-1] L«J 
irgend eines von diesen Gliedern. Tür welches also die beiden Bedingungen 
erfüllt werden, dafs die Summe der Elemente ^1 (moA.pi) ist. und dafs 
nicht alle Elemente einander gleich sind, so gesellen sich zu demselben noch 
die q—i folgenden Glieder: 

[aj[«3][aj....[a,_j[aj[a,], 

[«3][a4][«5]....[«J[«i][a2], 

[«4] [«sJM.... [«!][«.>] [«iL 

[« J [«1] [«2] .... [«v-3] [«,-2] [0,-1]. 

welche aus jenem durch eine cyclische oder ähnliche Permutation der Elemente 
entstehen. Diese 9 Glieder kommen alle in der Summe ^^(9, 1} wirklich vor: 
keines von ihnen ist mit einem andern identisch, d. h. keines von ihnen ist 
durch ein anderes schon mit gesetzt: denn einerseits genügen alle diese Glie- 
der den erforderlichen Bedingungen, und andrerseits können nie zwei ahnliche 
Permutationen identisch sein, weil q eine Primzahl ist, und nicht alle Ele- 
mente einander gleich sind. Je q Glieder der Differenz V'!9?l)~[9]% 
welche durch eine cyclische Permutation der Elemente aus einander entstehen, 
lassen sich also zu einer Gruppe vereinigen: und da jedesmal alle Glieder einer 
und derselben Gruppe einander gleich sind, so läfst sich diese Differenz auf 
die Form qU hvingen. während L^ eine ganze complexe Zahl ist: nemlich eine 
Summe von complexen Einheiten, welche man erhält, wenn man in der Summe 

-2*[ai][«2] — [«J dasjenige Glied ausschliefst, für welches alle Ele- 

l«i+«a-i r^i=i (mod.;>,)| 

mentc einander gleich sind, und dann unter den übrigen Gliedern von je q Gliedern, 
w^elche durch die cyclische Permutation der Elemente auseinander entstehen, 
jedesmal nur ein einziges nimmt. Wenn man also die Summe V'v9? ^ • durch q 
dividirt, so erhält man den Quotienten U und den Rest [9]^^ oder [9:/>i]^'. d. h. 

^r,qA) = qU+[q,p,]\ 
Es lassen sich auch a priori die Reste von y-f[2.\) und 1^(4,1; nach dem 

Modul 2 + 2f bestimmen. Es ist nemlich V'(2, 1; = [2]|>-l] + 3[j»-2]H 

...+[p-l][2] = 2.J[2]M] + [3][^2]+....4-[i(;^-l}][~i(;i-3^^^ 

Der Ausdruck innerhalb der Parenthese j' ist eine Summe von ii/f— 3} com- 
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plexen Einheiten. Da nun 1—1, 1— t, 1+1, und 1 + i alle vier durch l+t 
theilbar sind, also jede complexe Einheit ^1 (rood. l+i) ist, so ist jener 
Ausdruck in der Parenthese ^i(/i — 3) (mod. l + i), folglich \p{2^i)=a 

2.k{p-^) + [Hp+i)? (mod.2 + 2i). Aber [i(p+l)] = -[|| = [2]' = 
[1 + «T[-«T, und p-3 = -2 (mod. 4), folglich y/(2,l) = ^2 + [~l] 
= ±2 + [-l] = -[-l] (mod.2 + 2f). 

In der Summe 1/^(4,1)= -2'[«i] [«j] [«3] [aj findet sich ein 

l«i+«2+«3+«4 = l (mod.p,)} 
Glied, fOr welches alle Elemente einander gleich sind, indem die Gongruenz 
4<Xi ^ 1 (mod.pi) genau eine Auflösung zulafst; der Werth dieses Gliedes 
ist [ai]^ = l. Alle übrigen Glieder kommen paarweise vor, indem von je 
vier Gliedern, wie 

[«2] [«3] [aj [«i], 

[«3][«4][«l][«2], 

[«,][«,][«,] [«3], 

filr welche nicht alle Elemente einander gleich sind, entweder alle vier ver- 
schieden, oder doch nur höchstens zwei und zwei identisch sein können. Die 
Summe i//(4, 1) läfst sich also auf die Form 2F+1 bringen, wo V eine 
ganze complexe Zahl ist, die k{Z(^,i)'-i) = (p-l){p-2) + ^{{p'-2f-i) 
complexe Einheiten enthält. Es ist folglich, da jede complexe Einheit ^ 1 
(mod.l + i) ist, V={p-i)(p-2) + -k{(p-2Y-i) (mod.l+i), also V^(4, 1) 
= 2(p-i) (p-2)+{p-2T (mod. 2+2i) = (p-2)^ = (-1 f = -1 (mod. 2+2f). 
Auf einen Umstand ist hier besonders zu sehen, der sogleich eine 
wichtige Anwendung finden wird. Es ist der, dafs für eine von p verschie- 
dene ungerade Primzahl q die complexe Zahl ip{q,i) nicht durch q theilbar 
sein kann; denn ipiq^i) läfst, durch q dividirt, den Rest [9]% welcher eine 
complexe Einheit ist, also nicht durch q theilbar sein kann; auch kann für 
den Fall q^i (mod. 4), if^iq^i) nicht durch einen der beiden complexen 
Primfactoren von q theilbar sein, weil sonst auch die complexe Einheit [qY'' 
durch dieselbe complexe Primzahl theilbar wäre; was unmöglich ist. Auf 
dieselbe Weise können v/(2, 1) und </^{4, 1) nicht durch 1+« theilbar sein. Es 
folgt hieraus noch, dafs die Norm von ip{qy 1) in keinem Falle durch g, und 
dafs die Normen von V^(2, 1) und y^i^i) nicht durch 2 theilbar sind. 
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§•4. 

Lemma. «^Wenn a das allgemeine Glied eines vollständigen Resten- 
systems mod./^i darstellt, und m, it zwei positive ganze Zahlen >>0 und 
<^/i— 1 sind, so ist 

-^•«"•{1-ar = oder ~ -(-1 '""'"'"«^-1« (mod./>i\ 
je nachdem m-rfK^p—A oder m-ru^ : p — X ist. Das Zeichen «, bedeutet 
für den Augenblick den Binomialcoöfficienten -- — 'lV'^ --.31^^ ^•. 

Beweis. Der Werth der Summe, deren Rest nach dem mod.pi zu 
finden ist. sei T, Da es. der Katur der Frage gemäfs. offenbar ganz gleich- 
gültig ist. welches Restensystem man a durchlaufen lafst. und da man das 
durch py^ thcilbare Glied ebensowohl weglassen als beibehalten kann, so ist es 
erlaubt, eine primitive Wurzel y ^iii* den mod./^. zu wählen und dem Summa- 
tionsbuchslaben « die Werthe 

1 . ^ . ^ , y , .... y 

zu geben, welches 

giebt. Entwickelt man die Potenz ^1 — ; ' " nach dem Binomialtheorem. so findet sich 



also 

Es ist aber 



T ='^ ' ]Sti: -1 *;''^'-^^ ;mod./>i:. 






wenn m-rf nicht durch /»— 1 theilbar ist: dagegen isl 

wenn m-^r durch /)~1 theilbar ist. 

Der gröfste Werth. welchen m-ri erhalten kann. i<t m—n. Ist also zw— w 
kleiner als /'— 1% so giebt es keinen einzigen durch /;— 1 theilbaren Werth 
von ///+/. und es ist in diesem Falle T einer Summe von w-rl Nullen con- 
gruenl: also selbst —^ inod.;?. . Ist dagegen w — w ./? — 1. so giebt es 
einen Werth von w—r. welcher durch /^ — 1 theilbar ist. nemlich für m — r 
= /i— 1. also für T = p^i — m, und man erhall 

T EB — /i^_._, — r-"*"" mod./Z; ; was zu beweisen war. 
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§. 5. 
Bestimmung von P und Q. 

Die Werthe der Summen V'C/"? wurden oben durch die beiden Sum- 
men P und Q ausgedrückt. Wir gehen jetzt zur vollständigen Bestimmung 
der beiden letztem über. Da 

[a] = a^^P-'^ (mod.;iO, [1— «I = (1— a)*^'> (mod. />,) 
ist, so hat man 

P = 2[a\[i—a] = 2a^^-'\\ — af^P-'^ (mod. /f.), 

Q = -r[a][l— ap= :Ea^P-'\\ — a'}^'^ (mod./ix). 

Da nun ^{p-\)J^.l{p-\) = :^{p-l)<:p-[ und ^(p-\)J^-\{p-{) 
= ^(p — 1) ebenfalls <ip — 1 ist, so sind nach dem eben bewiesenen Lemma 
die beiden Summen, denen P und Q congruent sind, durch /i^ theilbar; folg- 
lich sind auch P und Q durch p^ theilbar und es ist 

P = (mod. ;5?|), (? = (mod. /ij. 
Dies ist der erste Schritt zur Bestimmung von P und Q. 

Suchen wir jetzt die Normen von P und Q zu finden. Diese Nor- 
men können durch keine von p verschiedene Primzahl theilbar sein; denn wären 
z.B. eine der beiden Normen , oder beide, durch die von p verschiedene un- 
gerade Primzahl q>l theilbar, so müfste auch2V(j//(9, 1)), welches nach §. 2. 
die beiden Factoren N(P) undiV((?) enthält, durch q theilbar sein; was nicht 
möglich ist (§.3. am Schlüsse): und wäre iV(P) oder iV(ö) durch 2 theilbar, 
so wäre auch A'^fV'C^^ ^y) = ^(.P)^iO) durch 2 theilbar; was ebenfalls nicht 
sein kann (§.3.). 

Andrerseits sind P und Q durch /^i, also ihre Normen durch /i theilbar; 
es kann daher N(P) sowohl als N{Q) nur eine Potenz yon p sein, mit einem 
Exponenten'^ I. AberP und Q bestehen beide aus;>— 2 complexen Einheiten; 
und da nun die Norm jeder complexen Einheit = 1 ist, so ist A^(P)^(;>— 2)-; 
2V(ß)^(/i — 2)^ *) ; der Exponent p, von welchem so eben die Rede war, kann 
also nicht die Einheit übersteigen, und man hat daher N{P) = p, N(Q) = p, 
Da die eben gemachten Schlüsse etwas eigenthflmlich sind, so wird es 
gut sein, den Gang derselben kurz zu wiederholen. Wir zeigten zuerst, dafs 
P und Q durch pi theilbar sind; und zwar geschah dies, indem wir Summen 

*) Wenn u und u' irgend zwei complexe Zahlen sind, so ist, wie aus den Ele- 
menten der Algebra bekannt, V(N{u+uO) ^VV^iMd+A^iu')), folglich auch allffe- 
mein y(JV(ii +fi'+u'' + ....)) ^ /(iV(f0)+yOTi'0 + n^(O) + ....; woraus das 
im Texte Behauptete folgt. 
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aufstellten, welche jenen nach dem mod. pi congruent, ihrerseits aber durch 
Pi theilbar sind: die Normen von P und Q sind also durch p theilbar; sie 
können aber durch keine andere Primzahl theilbar sein, weil sonst andere Sum- 
men, welche jene als Factoren enthalten, durch dieselbe Primzahl theilbar wären, 
wovon wir aber bereits das Gegentheil wissen (§. 3.) ; es bleibt also für unsere 
Normen nichts anders übrig, als eine Potenz von p; und diese kann nicht 
höher als die erste sein, weil man eine Grenze angeben kann, welche iV(P) 
und N(Q) nicht überschreiten, und welche Grenze noch unter p'^ liegt. 

Da nun abo P und Q durch pi theilbar, und ihre Normen =p sind, 
so müssen P und Q nothwendig entweder = pi , oder doch zu pi associirt 
sein. Es wird in dieser Hinsicht kein Zweifel mehr Statt finden, sobald sich 
der Rest von P und Q nach dem Modul 2-}-2J bestimmen lä&t. Uan hat 
nach§.3. v^(2,I)— P=— [--1] (mod.2 + 20, v^(4,I) = — [— 1]PÖ=— l 
(mod. 2-[-2t), folglich auch, substituendo , Q^—l (mod. 2-f 20^ «Iw 

P=— [— l], (? = — 1 (mod. 2 + 2i). 
Da bisher über die Wahl von pi unter den associirten Zahlen noch nidits fest- 
gesetzt ist, so wollen wir übereinkommen, pi primär, d. L ^t.(jnod. 2-f 2t) 
anzunehmen. Unter dieser Voraussetzung findet sich 

P==-l-t]p, und Ö= -Pi, 
so dafs nun die Werthe von P und Q vollständig bestimmt sind. ' 

Substituirt man endlich die eben gefundenen Werthe von P und Q 
in den Formeln §.2., so kommt, wegen [— l]"P*(?"=/iJ% 

V/(4n + l,l) == +pV;, 

V/(4ii+2,l) = -[-i]py^;^^, 

V/(4n+3,l) = +[-l]p^p'r\ 

V/(4n+4,l) = -p^p':^'i 
und diese Formeh erfordern, dafs p^ primär, d. h. ^ 1 (mod. 2-f-2i) ge- 
nommen wird. 

Zusatz. Da ^[a][l—a] = —[—t]pi = — (-l)i^*>i, so ist 
auch :S'[apfl-af=— (— l)iO>-o^,. AbeT2[af[l—aY=2c^^'\l—a)i^P-'^ 
(mod. fij); und da in dieser letztern Summe , wenn man der Kürze wegen 
K/^ — = ^ sötzt, mit §. 4. verglichen, m = 3r, n=3r, also j»-f « = 
6r>>;? — 1 und p—\ — m = r ist, so hat man nach dem Lemma (§.4.): 
-(-l)^0>-Oy, ^ , 3r.(3r-l).(3r-2)»..(2r.fl) ^^^.^ ^^^ 

« — 3r.(3r-l).(3r-2)....(2r+l) f^. „^ 
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Ferner haben wir :S[al[l—aY ==>^|iivgefttiiden, folglich ist auch 2[ay [1 — a]' 
= _p2=-2*a*^-*^j[l — a)*o>-i (mod.pQ.. Hier fei m^3r, n = 2r, m-fn 
= 5r>>;i— 1, /i — 1 —ms=r, .lo^jpch nach §. 4. 

/ iNifx>-nÄr, 2r— 1.2r— 2....r+l , , ,^ 

Das eine Resultat ist flbrigens eine tinmitlelbare Folge des andern. 

§. 6. 
Das Fundamentaltheorem in aejiier einfachften Gestalt. 

Wir kennen jetzt für jede von p verschiedene reelle ungerade Prim* 
zahl q die Werthe* der Summen y^iqA) und auch ihre Reste nach dem Modul 9. 
Durch Verbindung dieser beiden Resultate ergiebt sich Folgendes. 

A. Wenn ^ eine Primzahl 4n-f 3 ist, so hat man nach (§. 5.) 
V/(y,l) = [-l]/ii<^-^>V^+^>, und nach (§.3.) v^(v,l) = [fl^;/i. (mod. v), 

weil S^^l (mod.4) ist; also erhalt man 

1. [-l]/|i^^-'Vr^+^> = [y//iJ (mod.v). 

B. Ist zweitens q von der Form 4ii4:-l, so ist nach (§. 5.) 
1^(^,1) = p*«7-*);iK9-t), und nach (§.3.) ^{^q,i)^[q}p,Y (mod.^), weil 
jetzt 89^3 (mod.4); also ist 

2. ;,i<^-^)pKv-i) = [qi p,Y (mod. flf), 
und in beiden Formehi (1.) und (2.) lä&t sich der Quotient der Division 
durch 9 nach (§. 3.) allgemein hinschreiben. Ein Beispiel einer solchen m^ 
gemein ausführbaren Division, bei welcher man die numerischen Werthe des 
Dividendus und Divisors nicht zu kennen braucht , scheint ziemlich merkwürdig 
zu sein, und bekräftigt die Richtigkeit des Resultats aufs schärfste. 

C. Wenn wiederum ^ = 4n-f-3 ist, so folgt aus (1.), wenn man 
beide Theile zur Potenz \{q — i) erhebt, und bedenkt, dafs^(9— 1) ungerade, 
also [-l]*(^-^>=[-l] ist, 

3. [_l]pi«7-3).K9-i)^J(7'-i) = [y,;t^jK9-i) (mod.y). 

Nun ist, wenn man sich des aus der Theorie der quadratischen Reste be- 
kannten Legeiidreschen. Zeichens bedient: 

Da p^l (mod.'4>, sobt ^i^j = ^-2-j (Fnndamentaltheorem fflr die quadra- 

Hscben Reste) ; f erÄer {^) s ^«> (mod. p), also auch (-3-) = tj^^ (mod. pO» 

.30» 
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folglich (±) = lq^;p,]:=[q,p,f, mitUn (^) = [«r,;ij und 

Snbstituirt man diesen Werth in die CoDgrnenz (3.) und hebt auf beiden Sei- 
ten den gemeinschafUichen Factor Jigfp\^'''^^ heraus, so kommt 
[_l]^(9-t) = ig.p^ (mod.'flf), oder 

4. ;i|<^*-> = l-g,pj (med. ±y) ♦). 
Da nun q^ die Norm von der reellen und zugleich complexen Primzahl — q 
ist, und da wir diejenige complexe Einheit, welcher p|<9*-'^ (mod. — flf) con- 
gruent ist, durch [/9|; — y] bezeichnen, so haben wir aus (4.) die merkwür- 
dige Reciprocitätsformel , 

5- lPii-9} = i-9iPtl 
„Wenn Pi eine primäre zw^iiedrige Primzahl mit der Norm p, 
„und —q eine primäre eingliedrige PrimzM ist, d.h. eine reelle 
„Primzahl, welche, ahgesehn vom Zeichen, die Form 4it-f 3 hat, so 
„ist der Rest der Potenz ;i|^^'"*> durch —q derselbe, wie der Rest 
„der Potenz (—q)i^'^ durch p,r 

D. Wenn wieder wie in (ß.) q die Form 4n-{- 1 hat, und ^i und q^ 
die beiden primären Primfactoren von q sind, so giebt die Ck)ngruenz (2.) 

(^;p^j4(7-t) = [y;pJ(mod.y,), 
folglich, da q die Norm von q ist, 

VpP2\9^ = i9fPil\ oder Iplp^^qJ = lq;qif 
und, wenn man beide Seiten zum Cubus erhebt, 

6- lPiPh9il = [y;Pi]- 

Aber nach einer in§. 1. gemachten Bemerkung hat man, da pg mit /I2, qi mit 
qz cot^girt ist, 

[pl'x yJ = [P2i yj' = [Pn92]^ 

folglich wegen (6.) 

[Pi ; yJ [Pi ; 92] = [qf Pi] , oder 
7. [pr,q] =[qfPil 
Dieses Resultat ist demjenigen, welches wir vorhin in (5.) für eine reelle 
Primzahl 4n-|-3 fanden, vollkommen analog. Welche reelle, von p verschie- 

*) Diese Formel (4.) lafst sich auf noch viel einfacherem Wege aus (1.) ableiten. 
Der Gleichung ({.) kann man die Form p^^^'^^^p^'^^^ ^[— q sPi] (mod. 7) geben; er- 
wagt man nun^ dafs p^ ^p^ (mod. 9) ist, so erhält man hieraus unmittelbar durch Sub- 
stitution von p<f an die Stelle von p^ die Gleichung (4.). 
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dene primire Primzahl also^ auch / bedeuten mag, sie mag positiv und von 
der Form 4ii-f], oder negativ und abgesehn vom Zeichen von derForm4n-f 3 
sein: immer ist 

%' 7. 

Das Fundamentaltheorem, wenn die eine' Zahl reeü ist. 

Wir gehen zu der Verallgemeinerung und Ergänzung der in dem vori- 
gen Paragraph gefundenen Resultate Ober. Jede primäre reelle Zahl L, d. h. 
jede reelle Zahl L, welche mit ihrem Zeichen ^1 (mod. 4) ist, läfst sich 
in ein Product von reellen Primzahlen /|, ^, /,, l«, . . • . zerlegen, welche 
theils positiv und ^1 (med. 4.) 9 theils negativ und, abgesehn vom Zeichen, 
^ 3 (mod. 4) sind, und man hat dann 

[p,yL] = nipr.n^ ILfpJi = i7[/;pj, 
wo sich die Multiplicationszeichen II auf die verschiedenen / erstrecken. Aber 
nach dem vorigen Paragraphen ist fflr jedes der eben definirten l, welche wir 
sämmtlich von p verschieden voraussetzen, \_Pi\l}=^Uf Pil^ mithin auch 
i7[;i,;/]=i7[/;;fj, d.h. 

lPi\I^l = Itäip,^. 
Die Gleichung [//!/]==[£//] gilt also, wenn t eine primäre zweigliedrige 
complexe Primzahl und L eine beliebige primäre reelle Zahl ist, in welche 
t nicht aufgeht; sie gilt aber auch ferner, wenn t eine primäre eingliedrige 
Primzahl ist, d. h. eine reelle Primzahl 4ii-f 3, mit dem negativen Zeichen ge- 
nommen. In der That, in diesem zweiten Falle hat man schon nach (§. 1.) 
p;L] = l, [i:r//] = l, also gewifs [/; Ir] = [L; /]. 

Jede denkbare primäre complexe Zahl T läfst sich auf die Form /i, ^29 
/}, /;, .... bringen, wo /i etc. theils primäre zweigliedrige, theils primäre 
eingliedrige complexe Primzahlen vorstellen; man kann also 

[T; L] = i7[// L] und [£, T] = i7[L/ /] 
setzen, und da nach dem eben Bewiesenen [//!/]= [L; /] ist, so folgt 

[r;L] = [L;T], 
wenn T und L keinen gemeinschafUichen Factor haben. 

,^Wenn also T irgend eine primäre complexe Zahl, L irgend eine 
,,primäre reelle Zahl vorstellt, welche zu jener relative Primzahl 
„ist, so hat man immer [T;//] =:=[L; T\r 
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Es isl kaum nöthig, xa bemerken, dals di«e Gleicbmig aach noch gilt, 
wemi T imd L einen gemeinschafliidien Factor haben; denn in diesem Fatte 
isl lT}L]=OmkA [L;r] = a 

§. 8. 
Das aügeaieiiiste Foadamentalüieorefli. 

Es bleiben nodi xwei zweigliedrige Zahlen mit einander xn ver- 
gteichen. Es seien A'\'Bi nnd C-f-/>t irgend zwei primäre oomplexe Zah- 
len (den Fall 11=0 odor D^=:0 nicht ausgeschlossen) ohne gemeinschaft- 
Udien Thdler; m sd der grö&te primire gemeinschaftliche Theiler Ton A 
nnd B, n'iet grölste primäre gemeinschaftliche Theiler von C nnd D, so 

dals man 

J-f Bi = ••(ii+*i), C-\^Di = nCc-f i/i) 

setzen kann, wo a zn 6 und c zu J rdative Primzahl ist, während am ^ K 

n = l (mod.4), a-f6t = l, c-f4lt=l (mod. 24-20 isL Es ist zunächst 

[C+Ä; J+Bt] = [n; »] Im a -f *•] [c+ Ji; m] l€-{^di; a]-bil 
Da nun nach dem berdts Bewiesenen [m^ii] = [ii;ir], [ai;c-f4ft] = 
Ic-^-äiimi] und [a-f ^*> ^] = [''; ^4*^*] ^^^ ^ kommt ADes auf die Ter- 
gleichung von [a'\-bi;e-\'di'\ mit {e'\'di;a'\-bij an. Hierzu wird die Be- 
trachtung der identischen Gleichung 

1. c{a-\-bi) = ac^bd+biic^di) 
fahren. Es tolgH aus dieser Gleidiung €{a'\'bi)^a€-]-bd (mod. c-^-di). und 
da c mit if , also auch nAl-c-^-di und a-^bi mit c-f'> keinen gemeinsdiaft- 
Gehen Theiler haben, so folgt weiter 

2. ^ [c;c+4lt][a+*i;c+Ji] = [flc + *rf;c-f Ji]. 
Ganz auf dieselbe Weise hat man 

[a;a+*t][c-j-Ji;fl4-*n = [flc-firf-a-j-it], 
folgtich nach ($. 1.) 

3. [«;a-*i][c4.|/ija+ftip = [ac+W;ii-»t]. 

Die Gldchungen (2.) und (3.)? nach den bekannten Formefai in einander mul- 
Uplidrt, geben 

= lac'\-bd;me'\-bd'{^(ad—b€)il 
Um die Torkommenden Symbole fiBr den gegenwärtigen Zweck und für 
die Anwendung der bereits bewiesene Sätze passend einiuricht», mögen die 
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Buchstaben (T, €, ^ alle drei ±1 bedentra, und zwar in der Weise, dafs 

a^^ (niod.4), c^s (mod.4), ac^bd^^ Onod.4) 
ist Dann erhält man, da Sa, sc, ^(ÄC+*rf) primär und reeU sind^ 

[(Jll;a-*t] = [11-^«; a] = [-Ä,-;a] = [•;!,]; 
weil a — bi^ — bi (mod. a) nnd ~J reell ist. Eb6n so 

[,c;c + rfi3 = le+diic} = [rfi;c3 = [i;c], 

Durdi Benutzung dieser Werlhe läist sic^a«^ die folgende Gleichng ableitend 
5. [t;flc][^;ÄC+*rf4-t(arf-*;3Ä^+*»;^ 

Aber b und d sind beide gerade, folglich ist ^ae-^bd^ae (mod. 4) und 
^=(y«. Dies giebt 
[^;fli?+*Ä+i(Ärf-Äc)3 = [(J;.ii-*t3[(>;^+<?t][f;a-*t3[«;^+Jt3, 
und bemerkt man noch, dafs nach (§.1.) ^ 

ist, so kann man der Gleichung (5.) die einfachere Form 

6. [a+*i;c+rft3 = [i?+rfi; ii + *i3[t;ÄC(iic+Ärf)3 
geben. Da nun ae^ac-^-bd) =^ ä^c^^abcd, welche Zahl wir für einen 
Augenblick durch e bezeichnen wollen, ^1 (mod. 4), also primär ist, so hat 
man [i;<?3 = fJ^^'> = (— 1)*^'-^^ also = +l oder = — 1, je nachdem « = 1, 
oder ^ 5 (mod. 8) ist. Der erste Fall findet Statt, wenn die^eraden Zahlen 
b und ^, entweder beide durch 4 theilbar sind, oder wenn wenigstens eine von 
ihnen es ist; und in diesem Falle hat man [a'\'bi) C'{-diJ = [c-]-di} a'\'bi}. 
Ist aber sowohl b als auch d^2 (mod. 4), so hat man ^^5 (mod. 8), 
also [i, if] = — 1 , und in diesem Falle ist aus (6.) 

[ii-f Ät; c-frf«3 = — [c-^-dif a'\-bi}. 
Die beiden Fälle, welche wir eben betrachtet haben, lassen sich in der 
folgenden Formel yereinigen: 

7. [a+biic-{'d{} = (- l)«--^^-*<--»>[c-f rfi; «+ *i], 
denn diese beiden Fälle lassen sich auch bo characterisiren, dafs in dem einen 
die ungeraden Zahlei^a und c beide, oder doch wem*gstens eine von ihnen 
^1 (mod. 4), dagegen in dem andern a und c beide ^3 (mod. 4) sind. 
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Um wieder auf die complexen Zahlen A-\-bi und C-^-di zurflckza- 
kommen, irfrbindeh wir die Gleichungen (7.) mit den im Anfange dieses Pa- 
ragraph! aufgestellten Gleichungen, welches 

[A + Bi;C+D$] = (-l)*<-»)-*<-"»)[C+/>tM+Bi] 
giebt, oder auch, da m und n ^ 1 (mod. 4) , also A^a und C^ e (mod. 4) ist : 
8. [A^Bii C+Di] = (-l)*(^-*)-Kc-')[C+Zli; A+Bi]. 

Diese Formel umfaJst alle Fälle und enthalt das allgemeinste Reciprocitäts- 
gesetz, welches sidi in der Theorie der biquadratischen Reste aiiistellen läfst. 
„fVtnn A-\-Bi und €-{-9$ ßr^end zwei ganze complexe Zahlen 
ff^l (mod. 2-1-30 iezeichnei^^BO hl 

[A^Bi,C^Di] = [C+ZliM-fllt](-l)*<^-')-*<^^>, 
y,oder der biguadratischf Charaeler der ersten in Bezug auf die zwate 
„ist identisch mit dem biquadratischen Characler der zweiten in Bezug 
ypuuf die erste, wenn entweder die eine und die andere^ oder wenig^ 
,,sten9 eine von ihnen ^1 (mod. 4) ist; sind aber beide compfexe 
„Zahlen ^3-f 2t (mod. 4), so unterscheiden sich jene beiden biqua^ 
„dratischen Char acter e um zwei Einheiten.'' 

Durch ganz ähnliche Betrachtungen, wie die hier angestellten, läfst sich 
auch das Reciprocitätsgeselz fOr die cubischen Reste beweisen. 

§. 9. 
Criterien für die complexe Zahl 1-f <*• 

Um für die Theorie der biquadratischen Reste nichts zu wOnschen übrig 
zu lassen, wollen wir noch mit Hülfe derselben Principien, welche bisher in 
dieser Abhandlimg angewandt wurden, die Criterien des biquadratischen Cha- 
racters der complexen Zahl l-\-i behandeln. 

Betrachten wir zuerst den Fall, wenn der Modul reell ist. Es sei a 
eine reelle Primzahl ^ 1 (mod. 4), und es sei der Werth von [I-ft/ff] zu 
finden. Es sind zweiF^älle zu unterscheiden. Je nachdem entweder a=pi=pip^^ 
wo p eine positive Primzahl 4ii-|-l ist, oder «= — y ist, wo y eine po- 
sitive Primzahl 4n-f 3 bedeutet. Im ersten Falle findet man 

U+hp} = [i+»;p.][i-f»;/»J = [i+«;p.][i-»',7'ir 
= [— 4; Pi] [«/ /»i] = £«/ Pi] » 

weil — 4 = (l-f»)*» also ein Biquadrat ist. Aber [i/p,] = l'^'^'^ also kommt 

für a=p: ^ 

[14-t;a] =#»<-« 
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Im zweiten Falle, d. b. fflr n=^—q, hat man 

Da nun wegen ^ ^ 3 (mod. 4) offenbar 

(l-|-i> = t— t (mod.y), also 

(l+tr«= *^ = -,-(i„od.y) 

ist, so erbfilt man 

also kommt, eben wie im ersten Falle, 

Es seien nnn a, a'^ af\.... reelle und primäre Primzahlen, gleich oder 
ungleich, in beliebiger Anzahl, als theils reelle Primzahlen 4ii-f 1 mit dem 
positiven, theils reelle Primzahlen 4ii-f 3 mit dem negativen Zeichen genom- 
men, und es sei aafa" ....=^ A. Setzt man 

^(a-\)^ti, \{a'-l) = ti\ i(ii--l) = ^^ etc., 
so ist 

ii = 4/i-fl, ii'=4/e'+l, fl''= 4/i''-f 1, etc. 
Mulljplicirt man alle diese Gleichungen in einander, so kommt 

aa'a" .... = 1-f 4(/£-f'^'-f /^''+ ••• •)+ einer Summe von Gliedern, 
die alle durch 16 theilbar sind. Hieraus folgt 

i(iifl' «"....— 1) = ^4-^'+/i''+.... (mod. 4), d. b. 

i(^-l) = \f^a-\)\\{a'-\)\\{a!'^\)\ .... (mod. 4). 
Von der andern Seite hat man, dem oben Bewiesenen zufolge, 

folglich durch Multiplication, und mitRflcksicht auf die eben abgeleitete Congruenz: 

Aber A stellt jede beliebige reelle primäre Zahl vor: mithin haben wir fol- 
genden Satz Aber den biquadratischen Character der Zahl 1-f j in Bezug auf 
reelle Zahlen: 

yyWenn A irgend eine reelle und primäre Zahl corstelll, so ist der 
hiquaä ntische Character von t-f t in Bezug auf A, gleich ^(-4—1)." 
Wir gehen zu der Vergleichung von 1 -{' i niit einer zweigliedrigen 
prim&ren Zahl n-j-ftt Über und nehmen zuerst an, dafs a und b keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler haben. Ganz wie bei dem Übergange in §. 8. ergiebt 
sich mit Hülfe der bereits bewiesenen Satze auch hier Alles aus der Be- 
trachtung einer identischen Gleichung, nämlich der folgenden: 

Crelle*s Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 8. 31 



242 iO. Biiemtein, über biquadratische Reste. 

(«0 a(l+l)-(fl+*) = i(a+bi) •). 
Diese Gleichung liefert die beiden folgenden Congruenzen: 
0?.) «(l + i) = a+b (mod. ii+*i), 
(y.) ii-f *• ^ — ai(l-fO (mod. a-f *)• 
Die Congruen« (/?.) giebt [ii;a-|-*t][l+i/ a+*i] = [n+i/ii-f*!]. Da 
a'\'bi prim&r, folglich n-f^^^ (mod. 4) ist, so folgt aus dem Lehrsätze 
§.7. [fl-f */^ +*(]== [^"f**V^ +*] 9 ^^^ ^'® Congruenz (/.) liefert wiederum 
[a-\'bifa-\'b] = [— ai;Ä+*][l-fi;Ä-}-*]i welches nach den S&lzen in 
§. J. und nach dem vorhin bewiesenen Satze = tlc«+b-i)^«+6-i)^|i(«+6-i) 

ist; also kommt, durch Einsetzung dieses Werlhes: 

(c^O [«; «+*'![! + 1; Ä + *i] = fic+^o. 
Ist nun zuerst a-\'bi^t (mod. 4), also a^l^ 6^0 (mod. 4), so hat man 
nach dem Lehrsatze §• 7. und nach den Sätzen §. 1. 

[ata + bi] = [a+bijä] = [*i;a][i;a] = fi^-^ 
also geht (J.) in 

(f.) [l+i;ii+*f] = t*-+*-'>.H^«-'>, 
d. h., weil b durch 4 theilbar ist, in 

(L) [l + t;fl4-»i] = !*<-*-*>, («4.*! = 1 (mod- 4)) 
aber. Wenn aber a4-ftt = 3-f ?t (mod. 4) ist, also a= 3, 6 = 2 (mod. 4), 
so ist— «==1 (mod. 4), folglich [«;«-[-*•] = [— !;«+*•][— «/a-j-*i] = 
— [«T*^* — «1 = — [*«; — «] = — P; — «j = — t^^-^'^. Substituirt man 
diesen Werlh in der Gleichung (^.), sidit die Exponenten von i zosammen 
und bemerkt dabei, dafs b — 2 durch 4 theilbar bt, so ^ftlt man 

(IL) [l+t;«+*0 = J^-*-^\ (fl + it = 3+2f (mod.4)). 
Diese beiden Resultate (I.) und (11.), welche sidi leicht in den Ausdruck 

(IM.) [1 + »;«+*(] = f^^-^^^ 
verdnigm lassen, sind dieselben, welche Cmmfi fär Primzahlen in No. 63. 
s^er Untersuchungen Aber die biquadratischen Reste dnrdi Induction gefunden 
und in d» 9 letzten Nummern derselb^i Abhandlung auf «nem von dem ge- 
genwärtigen gtnzlich verschiedenen Wege bewiesen baL 

Um zu dem allgemdnstm Falle flbenngeben, seiJ-f JBi=M(«-f Ai)» 
m reell und ^t (mod. 4), m4-bi von derselben Form wie voriiin, ninlicik 



*) Es ist 1« benerkea, i»b die Tier Zahlen m, 1+tj m-^-t, «+Atj za je zweien 
genowaen» keinen geaieiasckafUicben Theiler beben. Dies fidgl aanttcftar danas, dab 
• «Bgerade ist« «ad da& « als za A lekÜTe tnusM laiBB^gafffTt wird. 
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primfir und a und h seien ohne gemeinschafllidieQ Theiler. Dann hat man 

[l + iM+Äi] = [l+|-;rii][l+t;ö+*tl. 
Aber dem bereits Bewiesenen zufolge ist 

Da non offenbar 

i(»»—l)+i(« — * — *'—«) = i(««i — ftm— *'m'— l) (mod.4) 
ist, so erhält man, analog mit der Formel (III.) und diese als speciellen Fall 
umfassend: 

(IV.) [1 +i; Ä^Bi\ = ,K^-B-Äa.o^ 
fOr jede primäre complexe Zahl AA^Bi. 

jjFür jede primäre complexe Zahl A'\'Bi, den Fall B = nicht 
amgeei^hloseenj ist oho der hiquadratische Character von 1-fi in 
Bezug auf A^Bi gleich •\{A — B — B' — \)r 

§. 10. 

Algorithmus. 

Da jede ganze complexe Zahl Q sich auf die Form 

i^(I+i/.P 

bringen läfst, wo P primär ist, und man in jedem Symbol von der Form 
[Qj A], unbeschadet der Allgemeinheit, JR als primär voraussetzen darf, so 
lassen sich vermittels des Fundamentaltheorems und der Sätze über die com- 
plexen Zahlen t und l-f<' alle Fragen über biquadratische Charactere lösen. 

Mit Hülfe der vier Gleichungen 

(1.) [A-i^BiiC'\-Di\ = (-l)i<^-'>-Kc-i)j-c4./>,^^^.Bij^ 

(2.) [iM+Bi] = i1c^-'>, 

(3.) [1 \i;A\-Bi] = jK^-i^-ß'-o^ 

(4.) iLsM\^ [L'iM'], 

in denen A'\'Bif C^Di als primär und L^L' (mod. ilf) vorausgesetzt 
werden, läfst sich ein einfacher Algorithmus angeben, vermittels dessen man 
den biquadratischen Character fär je zwei vorgelegte complexe Zahlen in Bezug 
auf einander bestimmen kann. Nennen wir in dem Symbole [Q; A] die Zahlen 
Q und R die Elemente, und denjenigen Factor, welcher herausgesetzt werden 
mufs (wie z.B. in (1.) (— i)K^«).i(c^*))^ jg^^jj ^^^ jj^ Elemente mit ein- 
ander vertauschen oder das Symbol vmke/iren könue, den Modutarfactor, so 
besteht dieser Algorithmus, mit zwei Worten characteribirt, in einem fortwäh- 
renden Umkehren^ Heraussetzen des Modularfactors und Bestimmung des klein* 

31* 
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8ten Restes des ersten Elements in Bezng auf das zweite als Divisor; immer 
mit Anwendung der Gleichungen (1.) bis (4.)) bis man zu den kleinsten com- 
plexen Zahlen gelangt. 

Es seien P und Pi zwei gegebene primäre complexe Zahlen, und es sei 
der Werlh von [P^PJ zu finden: denn auf diesen Fall lassen sich alle flbrigen 
sogleich vermittels (2.) und (3.) zurflckfahren. Man bilde ein Divisionsschema 
von der Form 

P = k,P, + 6,P,, 

"i = 'l^a *2 ~r *2 *j 9 

(yO ivd 

wo P, Pi, P2, P3 etc. lauter ^^rimdr« complexe Zahlen vorstellen; ^i, «29 ^j etc. 

sind sSmmtlich von der Form t'Cl-f-*/? während «jPj? «2P39 «3P49 ©tc. die 

absolut kleinsten Reste sind von resp. P in Beziehung auf den Divisor Pi, Pi 

in Beziehung auf den Divisor P29 P2 in Beziehung auf den Divisor P39 u. s. w. 

Man findet den absolut kleinsten Rest, z. B. von P in Bezug auf den Divisor P^ , 

p 
wenn man für den Quotienten -pr ^^ ganze complexe Zahl kg so bestimmt, 

dafs in der Differenz -p k^ der reelle Theil, so wie der Cofif&cient von i, 

^ j^ ist und dann s^P^ =zP—kgPg setzL Diese Operation wird in dem Schema 
(9.) nothwendig zu einer letzten Gleichung P^i = k^P^ fahren, in weldier 
der Rest =0 ist: denn die Norm jedes Restes ist nicht gröfser als die halbe 
Norm des vorhergehenden Divisors, so dafs die Normen der Reste eine stark 
abnehmende Reihe bilden, deren Endglied die Null sein mufs. Nun ist ent- 
weder P^ = 1 , oder nicht =1. Im zweiten Fall haben P und Pi einen 
gemeinschaftlichen Factor und man erhfilt [P;P|] = 0. Im ersten Falle hat 
man zur Bestimmung von [P;Pi] folgende Reihe von Gleichungen: 

[PfP,] = [.,P2;PJ = k;PJ[Pi;Pjg»(PMP2), 
[Pi;PJ = ^.P3;P2] = [v,PJ[Pa;P3]®?(P2,P3), 
[P2;P3] = hP4;P,] = [*3;P3][P3;PJ9»(P„P4), 

wo aUgemein durch WliA-^Bi, C-\-Di) der Modularfactor (— i)«^-« «<^« 
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bezeichnet wird; und hieraus ergiebt sich 

DieWerlhe von [«mPiI^ [^z'^PtI u«s. w* ergeben sich unmiUelbar aus 
den Gleichungen (2.) und (3.)) w&hrend man zur Bestimmung des Froductes 
der Modularfactoren ^ nur zu zfihlen braucht, fflr wie viele von ihnen zwei 
aufnnanderfolgende P beide zugleich ^3-^2$ (mod. 4) sind. So erhfilt 
man den Werth von [P; PJ durch den blofsen Anblick der complexen Zahlen 
P/Pi, Ps, P3, etc. Durch die Bildung eines Divisionsschemas (9).)^ weldies 
in den andern Theilen der Zahlentheorie so wesentliche Dienste lebtet, in- 
dem es die Verwandlung eines gewöhnlichen Brudis in einen Kettenbruch, 
den gröfsten gemeinsdiaftlichen Theiler zweier Zahlen, die Auflösung derCon- 
gruenzen ersten Grades glebt, kann also auch der biquadratische Character 
jeder complexen Zahl auf die einfachste Weise bestimmt werden. Durch die- 
sen einfachen Algorithmus wird gewissermafsen der Theorie der biquadrati- 
schen Reste die letzte Vollendung gegeben. 

Es ist fast flberflOssig, zu bemerken, dafs durch die Theorie der bi- 
quadratischen Reste auch die der quadratischen Reste fflr die complexen Zahlen 
vollständig absolvirt ist 
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Geometrischer Beweis des Fundamentaltheorems für 
die quadratischen R^te. 

(Von Henu Sind Gottk. Eüenstein so Berliii.) 



Eis sei p eine positive ungerade Frimsahl, ader Complexos aller ^^oitoi Zahlen 
<ip und >0^ also ii = 2, 4,. ...6, /»— 1; ysei irgend eine durch denHodul/r 
nicht (heilbare ganze ZahL Bezeichnet man durch r das aOgemeine Glied der 
Reste der Vielfachen qa nach dem mod.p, so werden offenbar die Zahlen 
der Reihe, deren allgemeines Glied (— l/.r ist, mit den Zahlen der Reihe a 
bis auf Vielfache von/» übereinstimmen; also wird man die beiden Congruen- 
sen haben: 

fK^>/7« = nr (mod. />), und 77« = (— l)^'/7r (mod. py, 
woraus folgt 

^'> = (-lp(mod.;i), also (^) = (-1)^'. 

Bedeutet £(— ) die gröfste in dem Brudie ^ steckende ganze Zahl, 
so ist offenbar :Sqa = pJSE\^j'\-:Sr} und da alle h gerade sind, und 
p^l (mod. 2) ist, so folgt hieraus .Zr = ^£(^) (mod. 2); also ist auch 

Wenn ^ = 2 ist, so giebt diese Formel sogleich den Werth von (— ): 

ist dagegen q ungerade, also q—\ gerade, so findet man durch eine leichte 
Transformation 

;rB(L*)^ _e(£)+*eJ!)-Ä(^)+....±iE(to=l>^) 

- e(7)+«eT)+<^+--+«(*^)C-«-.2> 

Wird letztere Summe durch fi bezeichnet, so hat man auch ^-^J=(— ])^. 

Man stelle sich jetzt in der Ebene dn rechtwinkliges Coordinatensystem 
{x, y) und die ganze Ebene durch ParaDden mit den Ax&i in den Abstanden 
= 1 von einander in lauter Quadrate von den Dimensionen s= 1 getheilt vor. 
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GiUerpuncte sollen alle Eckpuncte von Quadraten heifsen, welche nicht in den 
beiden Coordinaten-Axen liegen (Taf. IL Fig. 1. 2.). 

Nimmt man auf irgend einer senkrechten Parallele einen Funct an, dem 
die Ordinate y entspricht, so wird B(y) die Anzahl der Gitterpnncte aus- 
drücken, welche zwischen diesem Puncto und der wagerechten Axe liegen; 
und nimmt man auf irgend einer wagerechten Parallele einen Punct an, dem 
die Abscisse x entepricht, so wird E(x) die Anzahl der Gitterpnncte aus- 
drücken, welche zwischen diesem Puncto und der senkrechten Axe liegen* 
Zeichnet man daher in der Ebene irgend eine Curve, deren Gleichung y=^vi^) 
ist (Fig. IO9 so wird die Summe 

iBy(l)+Ey(2)+Äy(3)+ßy(4)+ etc. 

die Anzahl der Gitterpuncte geben, welche zwischen dieser Curre und der 
Axe der x Uegen, diejenigen Gitterpuncte mitgerechnet, welche etwa zufällig 
auf der Curve selbst liegen sollten. 

Es sei nun, um wieder auf unsem Gegenstand zu kommen, AB (Fig. 2.) 

diejenige gerade Linie, deren Gleichung yz=z-3^x isl^ yro p und q jetzt beide 

als positive ungerade Primzahlen vorausgesetzt werden. AD = FB sei =/^> 
AF=zDB = q, AC = EG=\{p—\\ AE = CG=i(g—l). Bezeichnet 
man durch fi die Anzahl der Gitterpuncte zwischen AB und AD, bis zur Ordinate 
CG incL (welche in der Figur durch Sternchen (*) ausgezeichnet sind), so wird 

man nach dem oben Bewiesenen \^j = ( — ly haben. Da die Gleichung unserer 
Geraden auch so geschrieben werden kann: x = ^y, so wird man auf dieselbe 

Weise, wenn v die Anzahl der Gitterpuncte bezeichnet, welche zwischen ^10 
und AF bis zur Abscisse EG incL liegen (welche durch kleine NuUen (•) 

ausgezeichnet sind), (— )= ( — ^T haben. Offenbarerschöpfen aber alle mit ♦ 

und alle mit « bezeichneten Gitterpuncte zusammengenommen, d. h. alle Gitter- 
puncte rechts und alle Gitterpuncte links von AB, edmmtliche Gitterpuncte 
des Rechtecks AEGC, deren Anzahl ^(/^—l). 1(^—1) ist; also ergiebt ^A 

/w+^ = i(/^ — i(y~l)» und 

was zu beweisen war. 
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Übrigens läfst sich die obige Transformatioii SE(^^=:fi (mod. 2) 

ebenfalls durch eine sehr einfache geometrische Betrachtung nachweisen, wenn 

man bedenkt, dafs SEy^j nichts anders ist, als die Anzahl der Gitterpuncte, 

welche auf den geraden Ordinaten (denen die Abscissen drs=s3,4,6,....;9— 1 
entsprechen) zwischen AB und AD bis zu BD liegen, und dals jede Ordinate, 
von der Axe AD bis zu FB excL hin, g — U ^so eine gerade Anzahl Gitter- 
puncte enthalt; so wie, dafs die beiden Dreiecke BAD und ABF congruent 
sind und dafs dieses in Bezug auf BF und BD genau ebenso liegt, wie jenes 
in Bezug auf AD und AF; wovon die Ausführung dem Leser fiberlassen 
bleiben mag. 

Anmerkung. Es giebt Figuren, für velche man durch einfache For- 
meln die Anzahl der innerhalb derselben liegenden Gitterpuncte bestimmen kann. 
Stellt man sich z. B. einen Kreis vor, dessen Mittelpunct im Anfangspuncte 
der Coordinaten liegt und dessen Radius =)^iii ist, so wird die Anzahl der 
Gitterpuncte S, welche dieser Kreis umschliefst, die auf den Axen liegenden 
mitgerechnet, durch folgende Formel gegeben: 

iS = l+4(IZ:(iit)-iEam)+Ä(im)-£;(|m)4-....), 
bis die Reihe von selbst abbricht. Wie leicht zu sehen, drückt diese Glei- 
chung eine Relation zwischen der Anzahl der Gitterpuncte eines Kreises und 
der Anzahl der Gitterpuncte eines zwischen zwei Hyperhein eingeschlosse- 
nen Segments aus. Setzt man in der Formel 

iii = oo, so verwandelt sich die linke Seite in n. während die rechte Seite in 
4(1 — i-fi — ^^^-) übergeht, so dafs man hier die //W^nite'sche Formel für 
n erhalt. Es giebt ahnliche Formeln für die Anzahl der Gitterpuncte eines 
Systems von Ellipsen oder Hyperbelsectoren; auch finden ahnliche Relationen 
im Räume und in Fallen mit mehr als 3 Dimensionen Statt. Wir werden 
auf diesen wichtigen Gegenstand, der aufs genauste mit den Eigenschaften 
der höheren Formen zusammenhangt, bei einer andern Gelegenheit zurück- 
kommen. 

Berlin, im Juli 1844. 
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2L 

Exercitationes analyticae in theorema Abelianam 
de integralibus functionum algebraicarum. 

(Auetore Dr. Georgia Rosenkidn Breslav.) 



»Si per f{x,y) designamus fnoctionem rationaleni variabilis x et radicis 
cniuelibet / aequationis algebraicae 

Guius coefficienles Po^ Pu Pi^ •* * * Pn polynomia data ipsius x sunt, faoctioni 
f{x,y) nomen tribuitar algebraicae ipsius x^ eique explicitae aut implicilae, 
pront aequalio (1.) per radicam extradionem resolvi potest aut non potesL 
Inler varias formas, in quas aequationis (1.) et formularum, quibus radicam 
functiones symmelricae ad coöf&cientes revocantur, notissimamm ope functionem 
f{x,y) redigere licet, eam geomelrae plerumque eligunt, quae, denominatore 
rational! facto, respectu ipsius y evadit integra; scilicet formam 

in qua coSfBcientes Mi^ JU^^ M^^ . . . . M^ sunt functiones rationales ipsius x. 
Sed casus inveniunlur, quibus peculiari denominatoris forma irralionali vera 
functionis algebraicae indoles continetur, quae, denominatore rationali facto, 
cerle in fhnctione algebraica implicita valde obumbratur. In quorum numero 
inprimis sunt differentialia tota functionis /tor^y), quae ex ipsa differentiatione dif- 
ferentialis parlialis functionis y>(x, y) secundum / sumti (quod more Lagrw^Umo 
signo ^>\y) designare placel) potestates impares ex ordine denominatores 
asdsount. Eodem modo, ubi de tntegraXihue functionum algebraicarum agitur, 
functioni integrandae, siquidem eins formam accuratius definire volumus, band 
inconvenienter suppeditabimus denominatorem (p'{y)y unde respecto y functio 
ista formam induet primi quotientis differentialis fonctionis algebraicae (2.) ipsius x. 
Facta autem divisione per denominatorem <p\y\ numerator fonctionis integrandae 

repectn ipsius y ad gradum (n— 2y"" deprimitur, ita ut, si 0^, ft, Q^ 

functiones rationales ipsius x significant, 

Sit forma functionis algebraicae integrandae, quam inier omnes praestantissimam 
esse censemus. Quia enim, respecto y^ eadem est ac forma primi quotientis 
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difTerentialis fanclionis algebraicae (2.), simplicias quam qnaevis alia docebit^ 
qiiae relaliones inter coefficienies conatantea fnnctionis algebraicae integran-* 
dae intercedere debeant, ut eins integrale algebraice exbiberi possit, sive ttt 
fonctio iotegranda sit differentiale totum fanctionis algebraicae ipsius x. Qnae 
quidem qnaestio, ubi de istis integralibus agitur, et sponte occnrrit, (nam inter 
casus algebraicos et transcendentes distinguendum esse, ab initio patei) et simiil 
aliam expedil de eorum rednclione algebraica, sive de integralibus, ad cpomni 
9i%^eg^^^xm lineare addita fnnctione algebraica ipsius x omnia alia integralia 
fnncUonujn algebraicarum eiusdem irrationalitatis revocanlur. Quantum autem et 
in disquisiiionibus de additione integralium funclionum algebraicamm forma (3.) 
functionis integrandae ante alias excellat, in ipsa commentalione apparebit 

Posito n = 2 forma (3.) in eam abit, cui, in integralibus circularibus et 
ellipticis semper adhibitae, clarissimus Abel inclylum superstruxit de integralibus 
hyperellipticiß theorema ; quod eliam ex aequatione quadratica trinomia deducere, 
clarissimo Jacobi (vide Diar. CrelL tom. X« pag. 99) nonnisi ope eiusdem for* 
mae (3.) successil. In nola brevissima (Diar. Grell, tom. IV.), qua theorema 
suum ad inlegralia omnia funclionum algebraicarum (vel implicitarum) extendit, 
clarissimus Abel non quaesivit de functionis integrandae forma aplissima, quia 
in brevissima demonstrationis expositione, quae spatio una pagina minore con- 
tineiur, suifecit definitio generalis, ut functionis rationalis ipsarum x et radicis y 
aequalionis ii*' gradus 9(^>^ =0. Quominns, quod promiserat, rem uberins 
traclaret^ mortem, quae paucas hcbdomades postea eum abripuit, prohibuisse, 
nolum est Sic novum inventum geometris superstitibus perficiendum relictom 
erat Sed rei gravissimae diu rationem non habuerunt. Triennip vero post 
clarissimus Jacobi^ qnum in Diario Crelliano (toHL VIII.) iudicaret de supple* 
mento tertio operis egregii darissimi hegendre „Traite des fonctions elliptiques,*' 
theorema inclytum Abelianum ex hyperellipticis ad cuiuslibet functionis algebraicae 
integralia ab ipso auctore extensum esse, geometris in memoriam rednxit, 
cuius tamen expositionem totam reproducendam esse censuit. Multi ex boc 
tempore rem tractarunt. Sed non nisi eo casu, quo y per aequationem binomiam 
ex ipsa x pendet, ideoque f{x,y) ipsius x est functio explicita, ex invento 
darissimi Abel iis, quae ipse de integralibus hyperellipticis coUegit, similia 
condudere potuerunt. Huc maxime pertinent integralium divisio in genera secundum 
naturam diversam, quam in additione prae se ferunt, atquae aequalitas numeri 
constantium, quae in nnmeratore integralis primi generia inveninntur, eum nomero 
minimo integralium, ad quem summa data integraUiun tfaeoremate AbeÜano 
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revocatur. Eadem eliam pro casu maxime generali aequalionis (1.) valere, 
sequentibns astendere nobis proposuimus, atque apparebit demonstrationem maxime 
iuvari, ubi loco formae (2.) bucusque acceptae ipsa (3.) fanclioni integrandae 
tribualur. Antea vero ostendamus, quomodo differentiale totum functionis alge- 
braicae f{x, y) ipsius x caiculo minimo in forroam (3.) redigalar ; quo facto 
simul expedietur quaestio de reductione algebraica inlegralium fimclionum alge- 
braicarum formae (3.)- 



Caput 1« 

De quotiente differentiali functionis algebraicae unius variabilis. 

1. 

Signis Lagranffiams usi significabimus per f{x) et f{y) differentialia 

partialia functionis f{x,y) variabilium x et y secundum x el y sumta; atque, 

ubi y functio ipsius x est, per f vel eliam per [f(x,y)Y differentiale totum 

functionis f[^,y\ cuius in locum, ubi placuerit etiam Signum LeihUlziamitn 

itpll scribetur. 
ax 

Sit y radix qnaelibet aequationis 

1. 9>(a?, y) = Poy"+;^ir^*+r2r"'+ • • • • +Pn^iy+p. = o, 

in qua /io9 f M /'29 • « • * /'n sint polynomia data ipsius x ita comparata, ut aequatio 
(1.) irreduetibilis sit, i. e. ut radix y aequationis (10 non simu! sit radix alterius 
aequationis rationalis inter x et y, quae respecto y tantum ad gradum n^ 
minorem ascendat; quo statuto aequatio (1.) radicibus aequalibus gaudere non 
poterit. Jam quia ex aequatione idenlica ^{x,y)ss=:0 differentiando prodit 

V'(^Hy'9'(y) = ideoque ^ = y'= -^» 
si per iVf« functio rationalis ipsius x per k quilibet e numeris 1, 2, 3, ...., n — 1 
designatur, y denominalore (p'(y) gaudebit, et posito 

dx tyiy) 

erit 

Fi(y) = (ilf*y^yy'(r) = jWJy-»9)'(y)-(«-Ar)M,y-»->'(*). 
Numeratorem Ftiy) videmus respectu ipsius y ascendere usque ad gradum 
(2» — * — !)*""; ut ad (n— 1)*^ deprimatnr, ponamus 

F,{u) = Ti(t«)9>(ar,tt)4-P,.»tt"-' + P,.tti-»-f •••• + P-^..»y+''-.», 
ubi u significat quantitatem quamlibet, Tt(u) antem fimctioneni rationalem in- 

32» 
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tegram ipsius m gndus (n—k^if^ coios coefficienles ae^e «c qnanlitates 
P^i ftmcdones ntioiiales ipsios x sont; erit, qida 7(x>y)='0, 

et posito 

4. 9(«,ir)=;^«'+/>,ti^*T---+/^.=;>o(«— riX«— ytX«-y3)---(«— y-^^ 

e fonoiila notissima de discerplioiie in fradiones aimj^ces 

~T' r<ro •i^=^ ~ T ▼'(y.)"»« "^«."^ «.."*"•••< 
■«hiplkatione ha» per ^»(x,«) et valore ^tO'P = (-^t>T~')'7'(yi) sabstilolo. 

Pars dextra aeqoationis (&) est fiuictio syauoetrica radkm y^, y,, ...., >*„ 
aefaaüoiiis 9(x,y-)s=0, ideoqne fandie ratioiialis pdyaoadocvB Pn^pi « ft« • -«mF« 
et ipsias JU« eoraaqae qaotieDtiaB differeBtiaBBai pwti>if|>t« ••••/'l« ^* 
nde aefaatioBe (6.) Pr^i,« exkibelor ot fanctio ratioBafis ipsias x. 
«oDedis habaaas aeqaaUon^ 

ia faa ^dores eoCfideaÜaBi ^^i« ^s,i« .*..) Pi^t e forarab (&) 
tar poMndo 0, 1, 2, ...., «—1 looo ipsiaa r. 
Pra rs=0 iareiätv e fMairia (6.) 

■■de divifll e B e beta per dewHHMlMeai IF'Cx) ** faoliaite firiaiaäb — ^ 
«trafae p«ne saMMio arfaaBa (7.) alä ia bae: 

= i {(^yr+F.yr*f .... +Pr)( Jr.yr *)'- ^M*» y/^r} 
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^^ /iij»fe(r-*-^irrO _ jy,y.->+jy.y..-»4....4.A;..^+y. 

dx q>'(y) 

qaae docet, ponendum esse 

12. -Hilf, = ii(iif,rr*+^ayr'+-.-+^..iyi)f 

Qt, si y designat quamlibet e n radidbus yi, y,, y,, ...., y, aeqoatioiifa 
n*' gradns 9(d?,y) = 0, in diiferentiali ftinetionis algebraicae ipains 4? 

J»f,y- + Ä,y--'+.,.. + «_,y+ilf, 
namerator respeclo y sponte deseendat ad gradom (n — 2)*^ unitate minorem 
quam gradas denominatoris (p'(y)^ bWo ut fiat 

dx <f/(y) 

Qni valor ipsias ilf, etiam directins hoe modo Invenitar: 

Quaesita fnncüone JU^ ipsias x eiasnodi, nt, quoties y sit una e ra- 
dicibns y,, yn y»» — » y« aequationis 9)(a?,y)=0, fiat 

rffitf.y-'4-Jf,y»-»+....+Jf^.y + ilf.) ^ ^^,^-^^1^"-'+»— +iy-ty+A.. 

et ilf,, 4fif ... .1 ilf,-tt /V,, iV,, . . .., N, sint functiones raäonales soliiu x, 
ab ipsa y nallo modo pendentes, seqnitnr e theoremate notissimo 

^ iy.yr+A^.y;-»+....f jy^,y,+iv, ^ 

«f(Af, iiyr'+if. iiyr'+'-+JHUi'^iyi+'»*- 

j_ o, 

onde —nM, valorem sibi posdt aeqnalionis (12.). 

3. 

Accurathui examinemus cofifficientes iV^^i = Si Qr^x^k singulia indieia r 
yaloribus 1, ?, 3, ....^ n—- 1 respondentea, et quaeramiiB de forma functio* 
Qom Ml eliisiiiodi, nt ea poteatas ipsius pf^^ quam e proprietale notisaima 
ftwQtfonum symmetricarom radieum aequationis algebraicae ^{x^y)=iO^ funetio 
^r^i ppo denominatore assumit, eins numeratorem metialur. Quam quidem 
qsaestionem casibus bucnsque consideratis aeqnationia quadratioae trinomlae et 
aequationis binomiae n'' gradus cniudibet eandem esse obs^rvo eum altera 
qnaestfone de minimo numero integro posiSvo A eiusmodi, ut, posito M^^^^Akp^^ 
in denominatoribus ipsamm Or^t,i^ quibns ftincliones iV^i conflanturi potestaf- 
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tes iUae ipsias p^ non amplius inveniantar. Pro n = 2 eniin numeri r el k 
soliim ipaius r valorem permittimt, unde numeri oodf&cienüum N^^ et eoöffi- 
cientium (?r+i,i uterque unitati aequales fiant; casu vero aequationis binomiae, 
quo jtij == j»2 = ;f, = . . . . = j»,_| = 0, e coSfßcientibus (^^,^ ^ eidem r respon- 
dentUius^ onmes eTanescunt praeter solam (?r+i,r9 ^^^^ fit ^r+i = 0r+i,r* Qua 
de re etiam nostro casu aequationis generalis algebraicae n^ gradus 9(ar,y) = 0, 
quamvis altera ab altera divergat, quaestioni Uli de functionibus N^^i brevem 
alterius quaestionis de ipsis &h.i,i expositionem praemittere placet Et pri- 
mum patet ponendum esse l^i^=^ A^pl ut potestas iUa ipsius p^ e denoroina- 
tore funcUonis Qr^x^i exterminetur; atque erit valor minimus ipsius l aequalis 
nnmero n — k^ siquidem aequationis ^(ar, y)=:0 forma majdme generalis 
oonservatur. 

Eodem enim modo^ quo ex aequatione 

lUTeniuntur formulae 
(l) 0=|^iyf+;>i-rirr*+;>,i siii^ftet 

legon continentes noUssimam, qna saperionun potestatum radicom sonunae ad 
inferionun revocantnr, ex aequatione simili 

k fn looo ipsias ^tt^ ei«s valor — >-• sobstibitiis est, proYoiiBiit 

Qnarui aeqnatioBWB ope, rü etian si Tis ope sinfliuB, fMe,«e(patioae(14. 1.) ab 
Ipaa Iiy-^7(XOV)=0 etaeqputioM (16. 1.) abipsa iiy7**^'y'y(«,yO=0 

1 1 

anbductis^ pro sommis potestatam Mgatiraram radicom obtineiilnr, valor fimctio- 
nia Qr^i,k aequatione (10.) exfcibitns ita tranafoniatnr, nt positis 

•at. ai r^k. 



18.. 
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r^ ~^''»— l^''';;^5k+P"'''+^75=i+''"^'+»;J=*=2+''•'''+»lJI]P3+••• 
si vero r >> Ar 

1) -Ä,,i = '-^p, «,., -\-p^ Pr+r Ä^»-l +KPr+» «,-»-, +Kf r+J S^l-i + • • • 
19.(0-» T '»-*'-. *"-»_L« « ^»-*-i I ^t^ ^«-«-» I ^»^ Ä«-t-J_L 



Notum autem est et patet ex aequalionibns (14.) fnnctionem ipsius x rationalem 
SiXi generaliter ^audere denominatore /»o ^ vel, auod idem valet pl^Siy^^^S^^^ 
ipshid X esse fanctionem inl^gfram generaUter per p^^ non divisibilcm; contra vero 

n 

potestalem ipsius po^ quae denominatorem functionis rationalis S^p^ constituit, 

inferiorem esse quam o*% qnoties polynomiomm pi^ p^^ p^^ .... p^^ quae in 
aequatione (p{x,y) = coöfficientium locttm tenent, aliquae, in quomm tarnen 
numero ipsum pi esse debet, aut absint, aot per potestatem ipsius po sint 
divisibiles. Quibus casibus specialibus missis faetis sequitnr, fbnctiones Rr,i et 
2V,ft ipsius X integras per po generaliter non divisibiles esse, ideoque (n—k) 
minimum esse numeri integri positivi l valorem, qui posito 3ti = Ai,pf) po- 
testatem ipsius Po e denominatore functionis Qr^i^k exterminat; q. e. d. 

3. 

Posito 

l ^ H i * / j 

dx — q^(r) ' 

invenimus 



20- N,^, =- 






et scimuS) posito Nr^i=: JSf,{MliG^^i'\-MiHr^i)^ pro omnibna indicum r et A 
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Taloribns 1, 2, 3, . • • . n— 1 fieri G^^t fimclioneiD rationalem polynomiomni p^^ 
Hr^i fiinctioneiii rationalem eorandem p^ et derivatoram p'^^ et denominatorea 
fonettonnm fiv,* ®t B^,i esse poteatalea ipsius p^^. Sunt enim e paragrapho 
antecedenli 

r,* = rsfr» ^r,*= (^ — ^) \n^i • 

Formam fonctionum ipsios x rationaliom Mi, ad arbitriom determinare licet; 
atatoamus igitor 

obi Bi^ B29 B39 •••. B„^i designant fiinctiones ipsina x rationales quaslibet 
et a^^k [pro omnibus indicnm Tel k valoribus 1, 2, 3, ••«. n— 1] fonctiones 
integraa polynomiorum p^ ita comparandas, nt, posito 



ipaae Ir,y et K^^^ singulls indicum r et valoribns 1, 2, 3, ... . n — l respon- 
dentea fiant functiones integrae polynomiorum p^ et derivatomm p'^^ eaeqae di- 
mensionia qnam minimae. Qqam tamen dimensionem infra secnndam decrescere 
non poase, patet e valoribus funclionum 

ope aequationnm (18.) et (19.) exhibitis. 

Functiones a^^^, invenluris usu veniunl aequationes (14. 1.) et (16. 1.)* 
Quum enim exhibeant 

22. kiPt^ri^Piyr'^- .... +Pv..yi) = -vp.. 



23. -^iPoy;(Po}rHpiy^"H--+p-.) = PvPo-Poq:, 

n 

docent, functiones polynomiorum p^ rationales 

n H m fi 

Po^iyi^ Pi^ifr^ p^^iyr^ ...., Pv^x^iri, 
111 i 

aeque ac functiones eorundem p^ et derivatomm p'^ rationales 

P^iyr'rU poPi^iyryu poPikyr^^rU --.m PoP^xkr'i, 

In quibua potestates ipsius po^ inde a (r — !/'' usque ad priroam, denominatorum 
locum tenent, tales esse, quarum summa fiat inlegra per p^ non divisibilis. Unde 
rede snspiearis, ad finem propositum perveatum in, posilo 

24. SMty"* = s[B,(p^y-\-p,y-'^p^y-''-\-....-\-p„,,y), 
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ideoqne 

25. \ if« = p,B^,4-,»,ll^+;».B^,+;iofi^, 



Breiritatis «aoM ponamos 
it «z aeqntioBe (22.) 

«I «z ae^tioB« (24.) 

ideoqne 

Babemm igitiir 

^^' di ^w — 

et 

et poelto at supra 

demoutrandaiD est,ftiiietione8/r,» et JE^,«, aiterami,,» potynomionm ;r„ alteram 
Kr^^ eonmdem /r. et derivatomi p'i flieri integrsf. 

Snnt aiteiii, qula ^iP»(»,yi)«(»— r)|»«, 

1) /,,,«ip,(,,>^)P.(x,y^^ÖLz:i:H!t:z?!)^,^,, 



88. 



sa 



* » 

8)Ä,„= ip,(*,y,)[P.(«',yi)y-^J^^^^^2=^yi': 



e «pfbv Mqaitnr, ieri 
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Brevitatis causa scribaoms P^^ F^ loco ipsarum P^{x,y)^ C^C^^X))'» 
enuit identice 

Py = P«+l Pv^l^ 

\y ^t = "t+j — Pv-riy^ — y^2y — p^^^ 

eodemqiie modlo 

P = P' 

iX ''^ = ^v+i y^Pw — F^+n 
33. <>"*F. = P.V,-3r'P,^,-;»:+,y»-|i:+,r-^V,+y-{f,+.y+2,»^,}, 



• • • • I 



fj P«' — ^i^r ry^P^^^^.1 — PvJtiyT — Pv^ty ^f+sy'^^ 

Unaquae^^ aun aefaationam (32.) ope aequationis identicae y Pt = P^+i — Fr.+i 
«nafMefoe aatem aeqoationom (33.) ope aequationis identicae yP!l = i^+i — 
y'Pv—Pm^ ex anteoedenti prodit, p» y nuril^Bcatlone fiida. 

Aefoationun (32.) et (33.) prima per f^^ seconda p« p,^^ . . . . , (m-f 1)"* 
per fj^^ denique (r- I)'* per f^ mulliplicatis, atqae aeqaationibos otriasqne 
systematis post midtipiicalioMm additis, prodeiurt e syiteMite (S2.) 

34. / vel etiam 

'2) PvPr == P^Pr'\'Pv^P^l-\'Pt^2PrJ!^'\' --••'\'PüPr^^s 

Pr^l *i— I A^r+J •v«2 • • • • Pr^v^Q ? 

e lyitawalc (83.) MtaB 

1) p.p:=F.p;+f^p.v,+f^p;^+-.,--f^p;^ 
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in quibns aequationibus symmetriae causa scripsimus P^ loco ipsins p^^ cai 
aequalis est. Aeqnatio (34. 2.) ex ipsa (34. 1.} provenit indicibus r et r inter 
se pemmtatis, eo enim pars sinistra non mutatur, ideoqne etiam pars dextra 
eadem manere deboL Quod sibi poscit, ut summa terminorum, quibus aequa- 
tionum (34. 1.) et (34. 2.) partes dextrae altera alteram excedant, identice eva- 
nescat; et revera, si r>>r^ aequationis (34. 2.) pars dextra excedit partem 
dextram ipsius (34. 2.) lerminis 

Pv Pr -{-Ptf^i Pr^l "f r^2 ^r+i-}- • • • • "f f^r+1 '''v-« "f^rH-l ^v-l 

Pr+l *w— I Pr-\-2 ^1/— 2 T • * * * "l ' Pv^l ^r-^'l T" Pv^^i ^r+I "" Pv "r 

se invicem destruentibus. 

Aequatio (35. 2.) variis modis exhibelur; simplicissime autem, ubi in 
aequatione identica 

substitnuntur loco ipsius PrPv valor aequatiom's (34. 2.), loco ipsius PyPr autem 
yalor quem aequatio (35. 1.) praebet indicibus r et r inter se permutatis. Quia 
in aequationibus (34. 1.) et (35. 1) index r, in ipsis (34. 2.) et (35. 2.) autem 
index v usque adO comminuitur, has ubi v^r, illas vero ubi r>>r, calculo 
adhibere convenit. Adnotandum etiam est in aequationibus et antecedentibus 
et sequentibus quantitates p^ ipsi aequales poni debere, quoties index m 
aut negativus sit aut numerum n superet, unde etiam quantitates P^ evanescunt, 
quoties v negativus aut maior quam n— I. Habetur autem, quia u—y ex- 
pressionem 9(^^,11) =A»o«^+P*<^"^+P2«^'+----+;^»-i<^ + rn metitur, 

H ) 

est enim 

His praeparatis fqnctiones 2:iPr{x,y,)Py(jc,y^^ -2i^r(J^iyi)[l\(^^yi)]' 

ideoque et ipsae i^^^eiKr^y nt functiones rationales integrae polynomiomm p^ et 
derivatorum p'^ fadllime exbibentur. Docent enim aequationes (22.) et (83.) fieri 

kPv(^fyi) = (n—9)p,, PokyiPv(^,ri)^'Pv^iPo—poPUi, 

ideoque 

37. Py+i i/i Pr^l(jC,y.)-Pr-l ^iYiPvi^^yi) = P^xPWl—Pv^lP'r^i^ 

Quarum ope ex aequationibds (84.1 el (85.) statim prodeunt 

38* 
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38. /,,,«X,P,(ar,yOl'.(^,yO-^^^^^ 

39. Kr^=S,P,{x,y)[P,{x,y,)y^^^^ 

'==^'^^PrPl--i^>-^){Pr.lPWl+Pr^%PW^ 

— (/^iwlf »+l) ~ ^Pr^Pv^^y— 3 (Pr^pv^sY^ . . • • — r(poPv^rY 
'^^^P>r-(r^V)\pllpr-^l+pL'^Pr^t^'pl^^^ 

~(i»v-i;>r+t)'— ^ip^^Pr^^Y— 3(P«.3i»r+3)'— .. . • - t?(;i„;i.+0% 

ut flmctiones integrae polynooiioniin /i^ et derivatorom /i!„ dimensionis socnndae. 

4, 

Fonnuha paragiaphi antecedentis adhao valent, A po^ Pi^ Pt^ -*•* Pni 
Bi, ü,^ B|f, •••• BiH.i; ^2^ IV39 •••• ^11 srat ftmctionea qaaelibet ipsius ar^ 
ita tantom drAiiiiseripUie, ut amUgiiitateni non permittasL Fimctiones tarnen p^ 
semper ita companitae esae auppoiraiitar, ut aeqmtto 9>(^^y}=0 radidbiia 
aeqnalibDS non gandeat. Paragrapbo igilnr antecedenti duo demonatrata sunt 
theoremata aequenlia) altemm alterina inversanu 

Theorema L 
Si designatur per y radix quaelibet aequationis 

= Po(y— yi)(r— r2)(y— Xs) • . . • (y—yn) 

radieibiia aeqaalibiia non gaadenlis, per/^o^ Px^ Pi^ •••• Pn^ ^11^29 •••• B^^ 
ftmetiones qoaelibet ipaina x ita cirenmacriptae^ ot ambiguitatem non pennit«* 
tant, erit, posito 



rfx v'(j') 



9 



>i— I 



^r+l = -2'^(ÄJ^r,i;"fÄt;^,«)» 
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nbi pro omnibiii indicimi f et 9 valoribn« 1$ 2^ 3, — n— 1 Imt 
40. lr,^^^rprp^-^S^{p—r^2m)pr^^p,^^ 



n 
n — r 



=^-;r-^P^P^—^m{r'-V'\'7m)p,^Pr^^, 



t 



ideoqne 

Theorsma IL 

Proposfto inter n— 1 Tariabilei B^^ B,, B^^ .«.. B,»^ et vaiiabflem 
X tystemafe n— 1 aeqnattoniim dilfereiitialiiim Bnearlnm primi ordnia 

%(B:ir^. + B„K^,)=.N,y 



in qoibiia /^^v et K^^y pro oauiibas indioiim r et t; valoribiia 1, 3^ 3« . . . . n--*! 
de&utae aimt per aeqnalkmea (40.) et (41.) 9 aiqddem qnantttatea p^ ipai 
aeqaaies ponimtiir^ qaotfea Index m aut negatiTua est, ant nnmeraai '> aapertt; 
iVs, JV3, ••*• Nm mtem aeqne ae Ipsae po^ piy Pt^ "•' Pn foneüoiiea qtae^ 
Übet datae ipsliiB x aont, ita tantnm efarcumaer^e, nt ambignitateni mm per« 
mittant, positta 

Poy^+Pty^'^'P%y^'+...'+Pn^iy'\^Pn==^Po(y-yt)(y-yt^^ 

locnm tenebmit II— 1 iategraliiuB oompletonim ayatematia (43.) qnaelibet it— 1 ex 
n aeqaatioiilboa 



43 ^ 
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f '■ i"' ''-^•;- "^-'l =/ ^rTri-"' 






44. 






-^—^7} ''-'-/ 



r(r.> 



rfx. 
00Bditi«Bi 

— dx— 









äo (44.) mpeda kwm « 

eam »Mter «afBalio notnÜBt -Zi/ ' rfx = 0, ib 



4itMi. e. f. 
Pro s = 2 &eor«iMlL a 



roi) 



^t e 



tis 



(in ijtam Mfuämes (42.) ^ « = 2 eormil) iategrde etse 

n».y>;-*i^f.)=/ V,/-t;.,.) - 

PioBl eÜB pro n = 2: 
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5. 

Duo theoremata, modo exposita, sibi poscunt, ut aequatio 9(^>>*) = 
pro indefinito ipsius x valore radicibns aequalibus y, vel quod idem est, cum 
aequatione ^^(/) = communibus non gaudeat. Proficiscilur autera Iheoremall. 
iion ab ipsa aeqaafione 9(^>y)=0, sed a systemate n — 1 aequationum dif- 
ferentialium (42.), ad quod in theoremate I. ex illa perveneramus. Unde, si 
functiones p^ eius modi sunt, ut aequalioni satisfiat, quae variabili y elirai- 
nala ex aequationibus (p{x,y)=^{). q>'{y)^=0 provenit, etiaro ipsae aequa- 
tiones (42.) repugnautiam aliquam continebunt. Quae ut appareat, demonslre- 
mus, aequationem, cui a functionibus p^ satisfieri non debet, eandem esse cum 
ea, quam ex aequationibus (42.1 Jucramur, Determinante, e {n — lf quantita- 
tibus lr,v conflato, ipsi aequaii posito; siquidem more a geometris celeber- 
rimis accepto Determinanlis, e (n~\f elementis Ir^t, conflati, nomen tribnitur 
»aggregato 

45. L = JS+ ij^ 1 fj^ 2 ij^ 3 . . . . I„^i^ „_i , 

^ 1 . i . 3 ri — 1 terminorum, qui e termino /i, 1/2,^/3,3 ln-i,«-i prodeunt 

yyindicibus omnibus aut prioribus aut posterioribus omni modo inter se permu- 
„lalis, singulis terminis praefixo signo aut -f «u^ — m Jßff«? u* ^^^^ ^^ ^^^ 
„dicibus aut prioribus aut posterioribus inter se commutatis, tota expressio L 
„valorem oppositum induat/' 

Ubi enim ex aequationibus (42.) functiones derivatae Bi = ^~ per 
ipsas 01 , B^^ .... B„ et x exprimuntur, prodeunt aequationes 

46. dx:dBr.äB,:....:dB„^, = L : /i| :/?2: .. . . : /?«-m 

in quibus (i^^ ^2*, •••• ßn^i sunt functiones datae ipsarum i7|, 02, Bn 

et x; atque ut aequationes (46.) vim babeant systematis n— 1 aequationum 

differentialium, e quibus it — 1 variabiles 0|, 0,, 0„ functiones ipsius x 

exhibeantur, L vera functio ipsarum J!r et 0|, 0,, . . . . 0» esse debet, 
neque expressio pro indefinitis valoribus earum identice evanescens. 

Aequatio autem 

46,. L = ^±i.,, ij,^ /3,3 .... /n-,,.-l = 

ipsa prodil ex aequationibus (p(x,y)=^ 0^ (p'(y)=zO variabili y elirainata, 
siquidem eliminalio perficitur secundum methodum a clarissimo Bezout inven- 
lam, quam clarissimus Jacobi in commentatione egregia „De eliminatione va- 
riabilis e duabus aequationibus algebraicis '' (Diarii Crelliani tomo XV. inserta) 
pervestigavil, eiusque proprietates admirabiles luculentissime exposuit. Metho- 
dus illa baec est: 
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Jy. Mmteukmiu, de 



«..{ 



-. = (A.j'-{-».r-f*OAr)-(-<iy*+-kr+«O^W, 



4a 







yi I i ir 1 0^^(r)«tO«#ty) 

••—O, «.«»^O, aks»0, .... «u^sO, 










sa 



•, ii • > »V 
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sponte se destraentibus. Qui valores ipsaram a^^y^za^r pro omnibus indicum 
r et r valoribas locum habent, siquidem coefficientes a^ et b^ ipsi aequales 
ponuntur, nbi index m nnmenim n superat, aut negativus est. 

6. 
Ut omnia in promtu sint, quibos infra nobis opus erit, formuias etiam 
sequenles e commentatione laudata hoc loco coUigamus. 
Ponamus, aeqnatipnibus (48.) resolutis, fieri 

erit propter a^,,; = a„,r o^^in ^r,!;^^^^^« atque, ubi n aequationum »i|^ = 0, 
jsn^sssO, 1912 = 0, ...< m^is=0^ quas pro radice y aequationibus (46.) 
communi locum habere yidimus, quaelibet 0iv = O reiicitur, e n — 1 reliquis 
exhibentur rationes potestatum descendentium huius radids 
5^. y^ ly^ : y^ :...«:y ly^ = Aq^ ^ i -^i, v • ^^v • • • • • • 4^-2, v • «^ii— i, i. 9 

ideoque 

et, posito in aequationibus (52.) r^ loco ipsius Vp 

unde, altera proportione in alteram ducta, propter Ay^^y = Ay^y^^ prodit 

53. y--*- . y-'- : r"^^--* • r""'""^ = ^r.v : i< J, 1,. 
Quoties igitur r-f «^ = fi-f «'i^ «"* -^r,v = -4r„v, sbre Ar,v — Ar^^y^=^0. Ex- 
pressio autem Ar^y — Ar^^v^ est functio rationalis integre cofifBdentiuni a^ et 6^ 
atque ascendit et harum et illarum respectu ad dimensionem (n — 1)*^; quae, 
quum minor sit quam dimensio n^, ad quam aequatio finalis genuine ^ = 0, 
respectis cofiffidentibus utriusque aequationis (46.), assurgit, e theoremate no- 
tissimo Ar,v—Ar^,v, identice evanescere debet, sive quantitates omnes ul^,^, 
quibus eadem est summa indicum r -fr, identicae sunt Posito igifuril^,v=^^r.f(.r 
yidemus eam esse natnram quantitatum a^^„ = a„^^, ut posito 

/ «ly = o^o Xi,.! + «1.0X1.-2 + «2,ür— 3 + •••• + «i..i.oro 5 

^ m, = au.ir»-i + «i.iy--^+ «2,1 r«-^ + ---- +««-1.1X09 

54. ^»12 = aü,ix,-.i4-«i,iy»-2 + «2,ayi.-9 + ----4-«»-i,«yoi 

CraUe'f Joarnal f. d. M. Bd. XXYin. Heft 8. 34 
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aeqnatioBes iaverMe, qnbos qomlitcles y»^.^ P^ quntHates ai, 
formiB se^aentem iiidluait: 

akjve enmt 

et 81 r et r muneri dtvcra sunt, identiee 

Novo rigno J,.^ looo ipsnis ^r,» mbstttoto, et posHo r-f 9 = <, r,-f-9i = ir, 
aeqoatio (53.) abit in sequentem 

Unde, qaiuD muneria f et ir Talores 0, 1, 2, 3, m—\ Iribiiere fieeat, di- 

tmetar, qaoties pro yalore ipshis y aeqaafioaea fiy) = O et F(y)=zO simd 
locwD habent, ideoqae fit ^ = 0: 

56. y^if^:f^i....ifif^ 4):^i : A: . . : -iu-s'^a..». 
Qoibiis rationünia sobstitotis in aeqoationes 

habenras aeqoatioDes identicas 



= ao-4^>+«i4^+%-4.+ .-..+««il^^; 

58. ^0 = «b^4-^^+*,ii4 + ....+*.^,^,, 

Dextrae enim partes aeqoatioiium (57.) re^ectia quantitafibiis h^^ aequafio- 
imm (58.) autem respectis q[iiantitatibiiB m^ tantom ad (n— 1)^ dimensionem 
aaeendmit^ ideo^e identiee evanescere debent. 
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Valoribas qaantitatiim m^^ m^, m,, m^i ex aequationibas (47.) 

substitutis, aequationes (51.) repraesentant veterem cL Euleri methodum eii- 
minationis yariabilis y e duabus aequationibus algebraicis, anno 1764 in Actis 
Acad. Bor. Tom. XX. propositani) qaae eo continetar, quod 2n coCfBcientes 
binaram fiuictionnm ipsins y rationalinm integrarum V^ et W^ gradus (n— 1)^ 
ita determinantur, ut fiat 

59. VJ(y)-{.W.F(y) = r, 
siquidem 9 designat quemlibet e (2n) numeris 0, 1^ 2, 3^ .... 2ii— 1. Hoc 
enim manifesto postniat resolationem 2n aeqnationum linearium inter 2it in- 
cognitas, quarum denominator communis, quum respectis coöfficientlbus utriusque 
aequationis f(y) = et F(y) = ad diroensionem n**" ascendat, atqne ova- 
nescere debeat, si f(y) et F(y) simul evanescunt, ipsi aequalis poailo prae- 
bebit aequationem finalem quaesitam, ita ut DeterminanÜ yi aequaUs esse debeak 
Resolutio tarnen iUarum 2it aequationum linearium aequationibus (51.) iam 
perfecta est Nam (r-j-l)** aequationum (51.) 

Substitute 

61. m, = (*or+*iy""*-f*2>^'+----+*-ry-f-*.)r(y) 

abit in hanc 

62. ^r^-»- = AK^t^f(yH^W^^F(y), 
in qua fiont 

63. +:/rF._,., = !^!^r+.{*o/'+*.y^H*»y^*+----+*-.y+*.), 



o 
»— i 



64. ->#ir,_w= x.^r+,(flby''-|-«iy^+«>y*-*+....+«»-iy+«»j. 



Quibus tamen formulis, quum index r non nisi valores 0, 1,2,3, .... n—t 
permittat, functionum mulliplicatricium F« &t W, eae tantum exbibentur, quae 
indicis s valoribus 0, 1, 2, 3, .... tt respondent. Quin autem babemus 

prodeant, aeqaationibns (61.) et (60.) per y" moltiplicatis, 

66. viy*--'- = AVu,,,,r(yH^W^t--F(y\ 

34* 
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ae fm 

67. -AV.^^ = S^r+.y'(*,+*-,y+*^^r'+....+»,+iy-*-^, 

u 

Quae yatores rdiqiiamni fimGlioiiiim mnhiplicatrichim F^ et IF« m£ds # va- 

loribos D^ it-f^^ ^-f^) 2» — 1 respoodentiiim exhibait, qoia index r 

iternm valores 0, 1, 2, 3, n— 1 pOTsuttaL E 2« paribns fonctioiiiim 

F« , VF« 2» infids # Taloribns 0, 1, 2, 3, 2« — 1 respondentibos, fmetio- 

oes ipsios y ratioiiales integrae F et FF (n— 1)^ grados componimtiir, qnae, 
data fonctioDe ipsk» y rational! integra grados (2« — 1)^, 

69. Q = t,+/iy+tr'+....+'^r^+'^i>^' 

efficnint 

•yo- yf{yHWF(y)= Q. 
Fiont enim 

pjM i F = hi^» 'Y 'i Fj|-^ ^ F, -|- . . . . -|- fi^^j F,_2 ~r ^^»^i ^2«-i r 

7. 

In oommentalionc laudata^ e qua formnlae paragraphi anteeedentis petitae 
snnt, aoctor darissimus diias aequationes proposhas einsdem gradns esse snp- 
posnit, atqae adnotavit, qaoties altera grados inferioris esset, in formniis illis 
nil motatom iri, nisi qood co£fficientes potestatom soperionun in ea di^dmitinm 
nollitati aeqnandae forenL Sed tarn Delerminans A aeqoationom (48.) ^si 
aeqoale positom non praebebit aeqoationeni finalem genmnam^ qoae variabili y 
eliminata ex aeqoationibos f(y) = 0, F{y) = proTenit ; erit enim respectis 
ooöffidentibos ntriosqoe aeqpitionis dimensionis «% dimendo antem aeqoationis 
finalis genoinae respectis coöffidentibos alterios aeqoationis gradom alterios aeqoare 
debel; onde caso gradoom inaeqoaliom aeqoationom propodtarom /(y) = 0, 
F(y) = aeqoalio finalis 

factore soperfioo affecta eriL 

Sit aeqoationom (46.) dtera F(y-) = grados {n—kY^ ideoqoe ^ = 0, 
6^ = 0, &2=0, .... 6|.| = 0, factor ille soperfloos Determinantis A^ qoi 
manifeste erit fonctio rationalis integra qoantitatom a^ dimendonis k^ (aeqoatio 
enim finalis genoina respectis qoantitatibos a^ nonnid ad dimendonem {n — Ar)**" 
ascendere debet) exhibetor ope theorematis, a darissimo Jaeobi in commen- 
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tatione ,,De forma et proprietatibus Detenniiiantiiim'' (Diar. CreU. tom XXII. 
pag. 311) demonstrati: 

„Fieri Determinans 

72. ^±€S'^c[ c^ . . . €üi^^ = 2±rfPrir2 yin*^:?±^r^;^? • . . . /^'\ 

,,si pro valoribus 0, 1, 2, .... Ar— 1 indices v sit 

,,pro indicis v valoribus maioribas quam k — 1, 

74. d") = //>." 
Emnt enim pro k valoribus 0, 1, 2, 3, • .. . k—l indicis v ex aequa- 
tionibus (47.) et (50.) 
75. m, = -a,rF(y)-a,y-''F(y)-a,y^'^F(y)- .... -ihF(y), 

siquidem quantitatibus b^ pro indicis m valoribus et minoribus quam k et maioribus 
quam n, quantatibus autem a^ pro indicis m valoribus et negativis et maioribus 
quam n valor ipsius tribuilur. Unde posito 

CÜ"^ = C^r,. 

üunt ^^'^ = 01;^, ^i'^^ = — Ar+*+i pro valoribus 0, 1, 2, 3, .... *— 1 indicum 
r et Sf et, quia quantitates a^ pro indice m negative evanescunt, Determinans 

77. ^±yS^v;K----yi^'' = ^^ 

ideoque of, erit factor superfluus, qui aequationem 

78. A = -S±cS'>c;< .... cill*> = -r±ao,oai,ia,,, . . . . a».i,^i = ü 
afficit, ita ut 

79. 4=0 

Sit aequatio finalis genuine, quae variabili y eliminata prodit ex aequationibus 

rix) = «üy"+«ir""'+««r^+---+«^ir+«- = o, 
F(y) = A»r"-*+Vir'^* + +*-.ir4-*. = o. 

Fit autem 

80. 4 = :s±^/,^^...^iV> 

II 
siquidem ponitur ^'^=— *r+i;+i « r^A?— 1 et ^'^^ = a^,v sl r>ik — 1^ 

unde patet ~j esse Determinans, quod provenit ex it aequationibus 

gj jO = -F(r), 0=-yF{y), 0=-y^F(y), .... = -y*-^F(y), 

eliminatis n quantitatibus y^\ y^^ y*^, .... yS y^, quarum ik primae mani- 
festd adhflieri possunt in locum ik aequationum 
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1910 = 0, Uli = 0^ tÜx = 0, • • • • ) ^fe.1 == 0, 

quia ulrisque simul satisfit; babemus enim 

pro valoribus 0, 1, 2, ..•• k — 1 indicis v. Yidemus igitiir et casu gradmun 
inaequalittm aeqoationiim propositarom per eliminationem n qoantitatum /"**, 
>'"'~^9 y"'', ....y^y'^ en aequationibos linearibus perveniri ad ipsam aequationem 
finalem genuinam factore superflao non affectam. Sed bae aequaliones (81.) 
non gaudent proprietatibiis pecoliaribiis, quas supra demonstraTimos de aeqna- 
tionibas (48.) 

flMo == 0, tUi = 0, fiij = 0^ .... 9 tWwi = 0^ 
quae ex ipsis (81.) lineariter componuntur, onde melius videtmr et boc casu 
gradomn inaequalimn aeqoationam f(y) = et F(y) = conservare formam 
(48.) n aeqoationiim lineariam, e quibus n quantitates y^^^ >*~^, y*^, .. . . y\y^ 
eliminandae raoL Quo facto aequatio F(y)=^0 tanquam consideratur ut aeqaalio 
grados n^, in qua coSf&cienles k potestatnm altissimaram ipsi aeqnalis sint, 
sive quae Arradicibns infinitis gaudeat; atqne nbi res boc modo adepicilur factor 
a^ Determinantis yi non amplius soperflnos est, sed enuntiat, fieri debere ^=0, 
ut aequationes /*(y)= et F(y)=0 gradus n^ radice communi infinita gaudeant 
Eodem modo, aequatione F{y) = gradus {n—k)^ per y^ multiplicata, 
erit y^F{y)=:^0 aequatio «^ gradus k radicibus ipü aequalibus gaudens; ac 
si metbodus in paragrapbis antecendentibus ezpoaila ad aequationes 

/F(r) = = ^r+Vir^H*i+*r^+ ••••+*«/ 

adbibetur, eadem ratione demonstratur Determinans aequationum (48.) 

my = 0, jwt = 0, m, = 0, w„-i = 

gaudere factore a\ , qui ipsi aequalis posilus exprimit conditionem, cui satis- 
fieri debet, ut aequatio f(y) = radice y = cum aequatione y^F(y) = 
communi gaudeat. Siquidem in formulis paragrapbi antecedentis loco b^ ponitor 
^i+m9 ^t bi^m=^0 pro indicis m valoribus et negativis et maioribns quam n—k. 
Ubi igitur divisio per factorem al instituitur, Determinans ülud ipsi aeqnale 
positum, praebebit aequationem finalem genuinam, quae ex aequationibus /]y)asO 
F(y) = prodit variabili y eliminata; atque erit baec aquatio Determinans, 
qnod ex aequationibus 

y-'Fiy) = 0, y^-^F(y) = 0, .... F(y) = 
provenit, eliminatis n quantitatibus >*"*, >*"*, y*^, .... y^. Qnaram aeqoa- 
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tioiiiim k ultimae locam tenent ipsarum 

m„_j = 0, iii,«j+i = 0, fn^k^2 =0, .... m„_| == 0. 
Fll enim pro k Taloribm »— *, ii — A-j-l, n— A:4-2, .... n— 1 indids r 

ex aeqoatione (65.) 

Aequationibus (47.) et casu gradaum inaequalium etiam aequationibus 
(81.) et (82.) clarissime ante oculos ponitur, hanc clarissimi BSzout Hethodam 
elimioationis eandem esse cum Methode, quam a darissimo Sylvester in diario 
,,The London and Edinburgh philosophical magazine and Journal of sdence*^ 
propositam esse, darissimus Bkhelat commemorat in commentatione „Nota ad 
theoriam eliminationis pertinens^ Diarü Grell, tom. XXI. inserta. Hac enim 
problema eliminationis yariabilis / ex aequationibus 

Ar) = ^r+^r-H«2r"-^+....+a. = 0, 
F(y) = *i/'-H*Ä^iy^-*+**+.y"-^-H ••••+*- = o 

revocatnr ad diminationem (2»— A?) quantitatum y^-*-*^ y2ii-*-a^ ^^n-i-j^ •••• y*» X* 
e systemate 2it — k aequationum linearium 

R» ) Ar) = 0, yf(y) = 0, r'nx) = 0, .... y^'Vir) = 0, 
lF(r) = 0, yF(y) = 0, y^F(r)=0, .... y-^F(y) = 0; 
unde ipso intuitu systematis n aequationum linearium (47.) 

«lo = 0, «ii = 0, ntj^ = 0, • • • . m,^i = 
(sive etiam ipsarum (81.» inter n quantitates y^^ y^\ .... y% y^ elucet, 
methodum clarissimi Bitmit omnino eandem esse, sed perfectiorem, quippe 
quae doceat, quomodo dgoriihmo elegantissimo eliminatio n — k quantitatum 
r"^ r""*"*i r""*"*» • •• • y^"*"* semper perfid possit, ita ut 2n—k aequatio- 
nes (83.) inter 2n—k quantitates redeant in systema n aequationum (47.) 
aut (81.) inter n— 1 quantitates f-\ y"-% •••• rS J^- 

8. 
Alia eliminationis methodus a cl. Btüero in veteribus Commentariis 
Academiae Berolinensis T.N. ad a. 1748 proposita, quae in libris de elementis 
matheseos eonscriptis pro casu aequationum radicibus explidtis gaudentium doceri 
seiet, eo continetur, qnod propositis aequationibus 

/'(r)=o=^rH«o^"*+----+«»-o^+«n=^(r— ri)(r— r2)..--(r— r«)* 



®^ |F(y)=0= A^»+ft»+,>^-*+....+Ä^ir+*-=*^^ 

radix yi aequationis aherius /*(y) = 0, quam cum altera F(y) = communem 



2:3 
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et*. 



»- '":.vj = 0. 








' BäDBa cfit poicslas ifsin ^, 
(86.) iü Ine« 

il 

87. <-« FCv.) FC>v F'j^,) .... F^^ = O 



C86.) 



sst e 

u—k 



t -^j 



Jfe 



S 



= «i- 



/^j-; = et F(>;=0 forte ih 
(86.) 
«. c« *. polywMia 
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' ^ n> .: '■(?-0 F 3v FcvO = 
f(y- = (K Fv)=0 



ex 
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institiiltur) erit si o^ et b^ factore maximo communi e gaudent, e nunero aequa- 
tioinim linearhim 

e quibiia quantitates y^*, y*-% y"-% .,.. >', / eliminandae sunt, ipsa 

«u = ^yPiy)-b,nr) ^ 

per c divisibilia; a^de factor c meüetor aequationem finalem , ad quam elimi- 
natione facta peryenitur; quo per divisionem sublalo prodibit aequatio (88«) 
eonditlonem tiimit radicis communis tn/huä aequationum f(y) £== et F(y)s=:0 
uon contineni. Quoties autem a^^f=sibt ad aequationem (88.) ^ quae hoc casu 
in formam 

är'^\F(ydF(y,)F(y,) .... F(y,) = 
abit, per methodum B^autianam simplicius pervenitnr^ ubi ab initio haec 
methodus adhibetur ad aequationes gradus (n — 1)^ 

••.•+(^---a».»)r*~««-»-hir*""'~«n.i+i/'"*— • . . . ~a„ , 

quarum cogfficientes ex ipiria^» et a^ lineariter pendent; et quarum aequatio 
finalis a factore Oo^^^bk ^en erit, qiü ipei aequalis positns exprimit con- 
ditionem UiUus radfcts communis h^biUi aequationum /(y)=:0, jPfy)s=0. 

9. 
Notum est e theoria aequationum algebndcanim, radicem, quam aequatio 

cum aequatione 

communem habeat, mh inveniri In numero radicum aequationis ^(x,y)=iO^ 
si in numero radicum aequationis q>'{y):=::0 (m— ly^ Inveniatuh Excepto 
casu, quo radix communis aequationum 9(^fy)=0,' <p*(y)s=:0 infinite est 
Tum enim radix iUa toties in numero radicum aequationis (p(itfy) invenietur, 
quoties in numero radicum aequationis ip^(yy=:0 inest; ut enim ip'(y)zss:0 
gaudeat m — 1 radicibus infinite magnis, fieri debent p^ssO, Pi = 0, yis^^^O, 
.... Pn,^ =? 0; quo facto etiam (p(Xp y) = non ntsi m —1 radicibus infinite 
magnis gaudebit. 

CreUe*a Jovmal f. d. M. Bd. XXV III. Heft 3. 35 



374 '/• Eoienhainß de integr. funet. dlgeir. 

Unde secundum ea, quae Iik paragrapho antecedenti exposita sunt, patet, 
aequationem 

89. ic->'(yi)9'(y2)y'(rs) • • • • y'(y.) = o, 

cuius pars sioislra coSfficientiam p^ fonctio rationalia integra est ^Umatsioiiia 
(3n— 2^% cootinere conditionem, cui coit&elenies p^ obnoziae esse debeant, 
ut radix y aeqnaüontbas q>{x,y)=^0 et q>*(y)ssiO eommimia intef radices 
aequationla 7(^#y)«=:0 aaltem bis myeniatur, sive ut aeqQado 9(-^#y)'=0 
radicibus gaudeal aequalibns. l^actor enim /ly, qoi ipsi aeqaalis positus ex- 
primilconditionem radids cottimiiiiis infinitae aequationiifli ^(x,y)=iO^ v^(y)^=^ 
qoae (amen in nomero radicum aeqnationis ip{s, y) = eemet lantom invenitiir, 
in aequaUone (89.) non amplins inest 

Eadetti aeqnatio (89.) Inveniri debet, si methodus BizaHlUma adfai- 
belur ad aequationes 

In formulis i^tur de hac methodo snpra propositis ponendom erit 

^, = 0, u,x^np,^ a,=(n—Vjp,^ a,=(ii— 2)f,5 •••• ^=1^-11 

^ = 0, A|=|tn *a = 2jin k^ = 3py^ K=np. 

generaliter pro valoribns 0, 1, 2, 3, .... n—t inditis m 

Uuo facto fiunt flMu»0 et pro valoribos 1, 2, 3, • • » . n—l indicts 9, i)^^=0| 
atque aequatio qnaeaita obtinetur^ diainuiSa n— 1 qnantitatOMs y^^y y^^ .... 
. . .. y\ y' ex n — t aeqaationibos linearibus 

= «i.ir^+«^3y^+«,.3y^+....+«^.,y". 



= ^u^y^+H^^y^i «^i^y^i ..*+«^,^/, 

eliluit» qwun pcoplera;i = 09 ^=0 pro yakmbu 1^ 2, 3,.* ••»— 1 ii 
r el 9 neqn a ti on ibna (50.) prodeant 

snbstitniis ralortbas «;,^^ = (»— r)!^^ ft^ = r/r^, 
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-{n-r-\- l)(p+ l)j»^.;>v+» -(n~r+2)(»+2)/»,_,j»,+, 

— (»_r4-3)(p-f3);»^/»^, — ...--n(»4-r>„;»„+, 

— (»—»+ 1) (*•+ *)/'r^i;»«+i —(»-» — 2) (r+ 2) ;»„_,/»,+, 

Supra vero invenimus 

J^r, V = /., r = ^^ rprP^. — -T, (r — T-j- 2 m)p^p^+^ 

unde patet esse ' 

ideoqae fieri, signo determinantis apte determinalo: 

90. n^'L=^n^'2;±i,^j,^j^,....i^,^^,=p:r'v'(rO^^^ 

sive aeqnationum L=:0 eam exprimere condilionem, cai codfficientes p^ aequa- 
tionis q>(pifpy)^=0 obnoxiae esse debeant, ut haec aequalio radicibus aequa- 
libus gaudeat, q. d. e. 

10. 

Ubi fonnulae ceterae, e metbodo eliminationis Bizüuiiana profluentes, 
quas supra e comtnentatione clarissinii Jacohi petiimus^ ad aequationes 9)'(^')=ü, 
mpix^y) — >'9''(y)=0 adhibentur, formulas praebeut elegantissimas, quibus 
expressio 

quam ut formam functionis algebraicae integrandae praestantissimam prQponimus, 
ad alteram revocatur, respectu ipsius y iirtegram^ 

2. M.y-+if,r-'+ii,r^+.....+if.-.y+if., 

in quam functionem integrandam algebraicam redactam esse geometrae sup- 
ponere solcnt. Siquidem, ntsnprai Q^^ Q^^Q^'i •**• (?o M^^ M^^ M^^ ....M^ 

designant functiones rationales ipsius ^/.y acitem radtcem aequaliQnis irreducli* 
bilis (p(x,y) = 0. 

Posilis enim fli, = 0, Äü = 0, a^=^(n—m+i)p^^i^ b^=^V^Pm fiunt in 
formnlis paragraphi 6*' 

35 ♦ 
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pro omiibas indiciun r et v valoribos 1, 3, 3, .*.. % — 1; äqaid«ai koe loco 
|Mtr M'*'*^^» repraesealamos, quod sapn per J,^., deeigiiabatDr. 

QttoUes igitar y est r«£x aequatitmis y(«» y) = 0, tt ex acfsa- 
liM« (9tO 

•,. = l•T'(>)t^>--^i».J'-'+i^y^+.•"+l'►^y+^l^J» 



«X MfHliOM (9S.) 

i>>» t^teor» »alt ^ k « i p i t ss iMi (&.) «dbian», ptett, poüi» 






«v 



^■«s «~l «tBriicnaliMaBvniiders— läMfiftts. !bn«faraaCS.) 
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Qnibiis resolnti« per aeqaationes 



ezhibentnr cofiCGcientes üfi, üfj, üfj, .... ilf„-i per fomralas 

98. ^ if, = p,r.-,+;»iri,-,4-Pu^-3. 

et Jf« per aeqaationem 

99. nM, = ~ii(i»f,yr'+^.rr*+-..+^-.yO 

Contra ut fonna (3.) fiinctionis algebraieae integrandae 
in qua , 

redigatnr in formam (3.), ponendom erit 

ideoqne «Jf, = /»» r,+2;»,r,+3;»lT,-|-....-f («-l);»_»r..,. 
Quo faolo ezprimuntur n — 1 quantilates T^ T,« .... T^i per datas JH,, 
Jl,, üf,, .... ilf,_i, ope syslematis (98.) n — 1 aequationum linearium. Qui- 
bns resolntis ipsae aequationes (96.) praebent valores qnaesitos codfQcientium 

02, Qif (?n formae (3.). Adnotandum est, ope aequationum, quibus 

quantitates Ay obnozias eaie, aupra oslendimus 

PtAi-\-2ptAt-{-3piAt-\-...,^np,A,+2 = 0, 
PlA^+2ptA^■\•'■ipiAt-\■....'\-np,A,+i = 0, 

«ii.,.i,-f-(n-l)/r,^+(n-2);»,46+....+;»,_,^.+a = 0, 
npoA^+in^l)p,A,-].(n'-'2)p,A+.^.,-\-Pn^vA,^, = 0, 
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e qnibus etiam sequuntar 

PüA,'\'PiA',']'P2A^"'' + PnA„^^ = 0, 

PtiA„^2'rPiA„^l'{'P2A^'\- ....-^-p^A^^j =r ü, 

coefficientes 211,, M^^ Af,, M„^i (valoribus ipsaram T^, T,, T^.i 

in aequationes (9S.) subslilutis), snb variis formis repraescntari posse ut 
fnnctiones coefficientiunt 02 9 (?39 • • •• (?ii* 

( Cont. Sfq. ) 
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22. 

Note sur la eonvergence de la serie de Taylor. 

(Par Mr. P. Tehebkheff k Hoseou.) 



>.—i 



U'apres la regle de Mr. Cauchy la serie 

+ i.2.3..r( -i)»^-"'+- 

sera convergente toutes les fois quo 

lim.[mod. ,^^; ^ r-)a];^^<l, 
00, ce qui est le möme, 

1. lim. f(mod. »)-. mod. j-f^±-\ < 1, 
et divergente, si 

2. liin.rmod.5-5-f /<->aV >1. 

L 1.2.3.... »' t»a<o 

Hais on a 

lorsqoe la fonclion /"(a-f ^^*^~0 ©st finie et continue, quel que soll p, pour 
r = R on pour une valenr quelconque de r plus pellte que iS *) , et de mäme 



5. /-t-'Ja = ^f^yi'-^)(a+Rei'^-')dp, 

—TT 



*) Cauchifß Exercices d'Aiialyse et de Physique Mathematique tomel. page35tf. 
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Soul nssi linies et continaes, qud qie mU p, paar tootes las Tikns r fii 
ne surpassent pas iL 

Or rintegralioii par parties dornte 

— » — jt 

ce qni diange les eqaaiioiis C3, 4, 5 et 6) mi cdles-ci 

9. /t-i>« = i. . l:£Jp^^/^ V-**'-«/!:« 4- R^^-*)dp, 

—.1 

Designani par 2 la plus grande valenr du modale de FexpressioB 
flß-rR^^^^ pov toates les Taleurs de p^ noos trouv^oos fue les bo* 

doles mU.ir^^-'nm-R^F^-^)], moL[€''^^'^f{m^R^^'^}, 

,^[^-<-*>p/-i^a-il€^^-V], mod.[^^»^^-*A«+Ä^''-)] •• Mipms« 
pas 1; car les nodales des expressioos #-'»^'. e"*^^-', .... r^-'ip*'-«, ^-r/-« 
soat egaux ä roaiie. 

Cela elaof« od coodut des equatioos (7« 8^ 9 et 10) 



""^ {!t < Ä-i^iA"''' < i^ 



JT» • 
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'»^^' i.2.3....(H-i) <2i,'W^yy ^'^<Äör=r); 
D'apres cela la condition (1.) de la conyergence de la sörie 



8e rednit a celle-ci: 



ou simplement i 



+ 1.2.3. ..-(n— 1)11 ^*^^+- 



mod.s<CiR9 
la limite de Z' pour ns=oo itant Tanhe. Donc la serie de Tofjfhr 

+ 1.2.3. •..(w-liii^"^^ + --- 
sein convergente si le modale de z est plus petit qae R, oo, comine noos 
Favons dit, les expressions 

restent finies et continaes, qoel que soit p^ poor r=JR ou pour une valeiur 
quelconque de r<R. En d'autres termes: La serie de Tiigflar 

^1.2.3....(w— l)w^"^^+-- 
sera convergente si le modale de z est au dessous du modale de la valear 
ünaginaire de x qui rend infinie ou discontinue au moins une des fonctions 

f(a+x), r(«-f^). r(fl+^). •••• /*^-"'(«+^). r>+ar), .... 

Mais ces conditions toutes, sont-elles n^cessaires pour la convergence 
de la sirie de Taylor? C*est-a-dire: la sörie de Tm/lor (11.) est- eile 
toujours divergente pour une valeur de z, dont le module est plus grand que 
celui de la valeur de x qui rend au moins une des fonctions 

na^x), na^x), ria^x), .... r-^>(a+ar), r\a^x).... 
infinie ou discontinue? Voila ce que nous allons examiner. 

CreUe'a loiinMa f. a. M. 6a. XXVm. Heft 3. 36 
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Si la fonction /^'U^'f ^)9 P^^ exemple, devient infinie oo discontinoe 
pour x^=Xp au moins une des series 

••••+1.2.3.'..(i»— »-l/*"'''"+1.2.3. ...(»— «—De»— «)^"^**+'***» 

'••• • 1.2.3..-.(w— m— 2)^*^*^^'^1.2.3....(»— m— 2K»— •*— 1)'^"^*****" 
sera divergente, ce qui ne peut avoir liea qu^en supposant 

Mais ces condilions peuvenl etre exprimees par 
üm.Lod.j^5L_^/^{.)«y <y„.f^E2^gL^.^ — ^ ^-r-rrl' • 

L 1J2J.^(K-I)n' !■=• l(mod. Jf)»-"^' (N-mXM-ai»+l)....(N-l}NJas«) 



12 



Or 



1 



1. f (mod.g,' 1 y ,. f/ mod. z \* ( noA.Xy 'y 

l(mod. JT)— • («-m+lXfi-iii+2)....(w-l) m J«, ^ ""* L Wdr:r/ V » / J„, ' 

lim f (mod.»)* 1 V .^^,. f/ mod. g \' i moLX\ ^*y 

""• l(mod. .r)— • {H-m) (N-m+1) .... (n-1) m J». -^ ™' iV55d::r/ v~ir~/ J«, » 

et 

\.\moa.At \ n / J»-» noi. JL L m J.s« 



inod.wr' 

LVmod.Ji/ \ n / Jas« mod.A L n J.s« iiiod.J: 

docc les inegalstes donneront 

lim. Lod. , ^ ^ ^' — T.-r'A' > 5^. 

L 1.2.3....'w — l)ii ^ J«3«'^mod.Jr 
En comparanl cette inegalite avec la condilioo (2.) de la convergence de la sörie 

+ ».a.3..r»-i).^ '''+"" 
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on voit qae la serie sera tonjours divergente, si le module de z est pIns grand 
que celni de la valenr de x qui rendrait infinie ou discontinne an moins nne 
des fonctions 

nn-Vx), r(«+^), r(«+^). •••• r-^^a+o?), r->(a+a:), .... 
Nous voila donc parTenus a ce theoreme gen^ral: 
^La Serie de Tajflor: 

+ 1.2.3....tii— l)w^"^+-— 
est divergente ou converffenie wioant que le module de z est plus 
ffrand ou plus petil que celui de la taleur imagmtnre x qui rendrait 
infinie ou discontinue au moins uns des fonctions 

C'est ainsi, par exemple, qae la serie 

est convergente on divergente snivant que le modnle de la valear de z est 
plus petit on plus grand que Tunite qui est le module de la valeur x = ]f — 1 
pour laquellela seconde derivee et les suivantes de (t-f ^) deviennent infinies. 

Ce theoreme n'est qu'une tres simple conclusion des decouvertes remar- 
quables de Mr. Cauehy; mais il est en partie contraire a la regle de la con- 
vergence des series donnee par cet illustre G^ometre, dont r^noncö est le 
snivant: 

^,x designant une variable reelle ou imajfinaire, une fonction reelle 

ou imaffinaire de x sera ddeeloppahle en serie convergente ordonnee 

sMvanl les puissanees aseendantes de x, tont que le module de x coit- 

serve une valeur inferieure ä la plus petile de Celles pour lesquelles 

la fonction ou sa dSrivee cesse ditre fime et continue."" ♦) 

LMnsuffisance de cette regle provient, ce me stoble, de ce que Mr. Cauchy 

suppose la valenr de Tintegrale definie «Ire developpable en jsirie convergente, 

lorsque la differentielle entre les limiles de rintegration peut ötre dövelopp^e 

en Serie convergente; ce qui n'a lieu que dans des cas parliculiers. 



*) Cauehif, Exerdces d'Analyse et de Physique Math^matique. Tome I. pag. 29. 
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23. 

In dctermiiiationem coefBcientium 4. in V^S^ ^^^ aeqq. 
T. XXV. hujiis Diarii relatarum. 

(Aact. Dr. E. 6. Björlingj ad acad. Upsaliena. docens mathes.) 



v/eleb. Grüner t in dissertatione quamvis excellenti „Über die Sammimiig 
„der Reihen von der Form etc.'' loco cit. pag. 250 — 255 tarnen coefficientes 

illas C^ determinandi melbodo usus est, nt facile patet, r.on omnino commo- 
dissima. Scilicel ut minime directa est minimoqne particularis ista melhodus, 
ita rem per se non parum simplicem facilique negolio perspicuum ultra modom 
extendit redditqne diSiisam, nee tarnen legem quaesitam nisi per inductioneoi 
tandem sistit probatem. Ut nobis videlur, melhodos, qua in sequentibus usi 
sumus, non modo caeteris promtior est magisque directa sed talis ^ae umca, 
dum fieri potest, in rebus omnibus praesenti similibus sit adhibenda. 

Ex schemate in pag. 248 videtur esse (it et A: denot. num. integros 
quascumque) absque exceptione 

putatis nempe =0 iis C, quarum index inferior =0 nee non quarum index 
inferior superiori mojor sit; atque de caetero 

2. C,= 1 = Cu. 
Quaeritur V, quaenam eil functio ipsarum k et n, dum n>>l at "^k. 



1) il Ex (1.) concluditur (*^2) 

Ca = 2C2+l, ideoque J.C2 = Ci-^-l; 

de caetero Ca^l 
Qua quidem aequalione differenüae integrati habetur 

= 2*(const. — (4)*); et, quonlam const. =^, 
3. =2*-*— 1; 

ideoque 

3'. C, = 2*-l. 



2S. Bjorling, m determ, eoeff. C, in p,a47 $qq, T.XXV, hujiuDiarii relatar, 285 

2} £1 Ex (1.) et (3.) oondoditar (k^y) 

*4*= 3d+2*-'-l, ideoque -^.(^ = 2C,+2*-'-l; 

de caetero C3=l. 
Qua integrata habilar 

onde 

4. 2.C, = 3»-»-2.2»-»4-l; 
ideoqae 

4'. 2.C, = 3»— 2.2»+l. 

3) ^4. Ex (1.) et (4.) condnditur (Ä^4) 

4 

de caetero C* = 1. 
Qua integrata habetur 

2.d = 4'.^ ^'''-^;f~'+^ = 4»-'.-r{(i)»-»-.2(f)»-H(i)*-}; 

unde 

5. 2.3.C4 = 4*-*-3.3»-»+3.2»-»— 1; 
ideoqae 

5'. 2.3.H*=4» —3.3» +3.2» —I. 

4) C(. Ex (1.) et (5.) condadilnr (A^5) 

^* e /? , 4*-^--3^3»-M-3.2»-'— 1 

ideoqae 

s 

de caetero €^^=^1. 
Qua integrata Iiabetur 



2.3.d=5^^ ^'^'-^'^';;j;^♦^''~' ^5*•^^{(i)»-'~3(i)'-'+3(i)»-'-<i)*-'}; 

imde ^ 

6. 2.3.4.C. = 5»-*-4.4»-»+6.3»-'-4.2»-»-|-l; 
ideoqoe 

6'. 2.3.4.^/= 5» —4.4» +6.3» -4.2» +1. 



286 as. Ejirlina, mieterm.€9ef. C^imp.UTstn. T.XXT. 
Jamqae per mimctiomem licet condo^ [»I>l9ifc^ff]: 

r(ii).c.=it»-[ii-i]»)(ii-i)»-i-[i.-il(iH.2)»-....+(-ir[»-il^.i', 

=(-ir'.{i»-[»-i]..2»+[it-i],.3»-....+(-ir*[»-i]^.«*N 

= (-ir.{-l»+[ii-l]..2»-[«-l],.3* + ....+(-ir [n-lk..»*), 
(7') ==(r-tT's\-ty{n^iU^, 
nec non 

(7.) r(«).d=(-i)-.sViy[»-iL.i^"- 

Eadem haec est ac aeqaatio penultima in pag. 255 loco dL Sicati kaec, ilbi 
non nisi jßer mdmetkmem est inrenta at, nt plane apparet, via longe breTiori 
alqae natnrae ret propria. 



Feram hone esse l^em (7.) wem C?^)) Jörn Üeet perfecle fnkgri 
et qmäem eolko Ulo aiore**). Sdlfeet antea probatnm est, veram eam esse 

k k k i 

pro Ci, Ci, C4, Ci (*> indice inferiori). 



♦) ScÖicel [n-l]/ denoUnte, uU tssolel, ^-^^— ^^ \ ^^ " ^'' ^\ 

**) Vcnm eam esse pro aeqnalibiis indidbns (infenori et soperiori), L e. esse pro 
i = M neflibniB posterius (7.) = iTin), heic ante onaia Gceat dbrecte prolMrL 
Est quiden 

memhr. pöster. (7.) = (-r/ftzL'. * [,._i]^,ii. 

issl '• • 

» Tm n - " (»— !>(<— 2)....(i«— i-!-i) _ , , 
•«•br. pasler. (70 = ^=^ T(-l)'[iilr», 

>* ist 

atqae igitor, pro i = », 

= ^=^.(-w..i-+w.-2"-[-].-3'+--+(-ir-'t"i-.<'»-i)-+(--ii-r»i.»-}. 

= -J-.{i.--W. (i.-l)'+£i.].(»-2/-....+(-l)-+'M..t-}. 
_ £(11+1) ^ ^ LaerHX, Cilc Diff. et bL T. DL pag. 10), 
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it i k 

Posito jani) veram eam esse pro Cj, Cj, ..•. Cp (/><*), nos jam 

i 
contendimus valere eandem pro C^^i^ i. e. esse 

Ex (1.) condnditur (*^/»+l) 

5J^, = (/»+i)c;h-i+c'm 

ideoque sec. (7.) 9 qn&e quidem vera ad Cp usque (inclasive) posita esset, 
ideoque 

de caelero Cp+i=l. 
Qaa integrata habetur 

sea 

....+(-i)'[/^i]M(-^r+....+(-iy[;»-iv.(^n. 

Est autem 

(^ denot qaant. ab k haud pendentem) 
seu 

— AXf tV+' (/'-l)(;>-2)....(y-i+l) p + 1 / i \»-' 

— -*i-Q— 1; • j— 2 .... (i— 1) >_i-n'V^qri; » 

= ^+(-.)'«.£±i.w-,(^r = ^+,-i^wwi-. 

Itaqne secundum (0.)) tfOLomam pr(^p)=r(p-\-l)i habetur 

r(p+l).C^^ - (/»+i)»^.^'+(-ir*.s^(-i)'W,-ii*-S 



seu 



288 98, BSorUng,iHdeterm,eoeff,C,imp,a4T$gii.T,JCJ[r,kujutDiarUrelatar, 
A' denol. qaant ab k band pendentem, quam facillimo jam licet negotio in- 
veniri. ScH. qnoniam ^^.I = 1, habetur ex aeqnat. noviasima haecee relatio: 

{,p\vr\A' = r(|,-|-i)-f-(_i)p'ir(_i)'[rt«f , 

seu, qaoniain (p+l) AP+D = A;'+2) et (M-t)[/»]^,tP = [/»+l]|.t'+S 
baecce: 

vel etiam, quoniam valor lermini noviasimi pro «=/i-|-l est =^—{p\\f^\ 

ifai antem terminos novissimns, ut in notola praecedente monoimas, est 

= — r(/»4-2). Itaqne 

A' = p+i, 

tandemque 

r(p+i).c;^. = (p+i)»-»+(-«r'.S'(-i)'ri']*-.?-, 
= (_i)i'+';~i""(._iy [,,],_, ii-». 

Q. E. D. 
Upsaliae d. XX Sept. 1843. 



(MUJmtmtilJ.Mtttk. BäjamKefld 



t^^^-'^^Wi/Zr^ ^f //r /* \^ //^ r/>-/v^ /^(?//y f^^'^f/^/z^y^ 



^^^Jj^{2*4n. 






l 



<3t5%«^4£i4t«ju 




£:i/-t*e^j^ 



CwUA Itmnl td, M. M.XXVm« Htft4. 
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24. 

Allgemeine Untersuchungen über die Formen dritten 

Grades mit drei Variabein, welche der Kreistheiiung 

ihre Enstehung verdanken. 

(Von il*rra Stud. GoUh, Eisenstein xu Berlin.) 



Darstellung des Ausdrucks 27. — —j- <iwck eine cuUsche Form mit drei Variabein. 

S. 1. 

Uls ist bekannt, dafs für jede Primiahl p der Ausdruck 

(1.) j: = -|^ = x'-H^H....-l-*+t 

auf die Form 

gebracht werden kann, ivo Y und Z ganze Functionen von x mit ganzen 
Coef&cienten sind; und man weifs, dafs diese Zerfällung von der Zerlegung 
der Gesammtheit S2 der Wurzein der Gleichung 

C3.) ?£^=o 

in zwei Perioden abhftngt. — Wir wollen uns in dieser Abhandlung zuerst 
mit einer neuen Zerfftllung desselben Ausdrucks X beschäftigen, welche der 
Zerlegung von £2 in drei Perioden fOr eine Primzalil p von der Form Sm-f-l 
ihre Entstehung verdankt. Die Form dieser neuen Zerf&llung, unabhängig von 
der Art ihrer Entstehung aufgefafst, wird spSter auf eine ganze Reihe von 
neuen und umfassenden Resultaten fahren. 

Wenn p eine Primzahl von der Form 3m-{-l ist, so sind bekanntlich 
diese drei Perioden die Wurzeln der cubischen Gleichung 

wo 

4p = M'-^'iN\ iV = (mod. 3) und 

C=l(3p-1-Kf)ifp) 

gesetzt ist Diese Gleichung vereinfacht sich^ wenn man 

^ = 3r+l 

CreUe's Joornal f. d. M. Bd. XXM1L Heft 4. 37 
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setzt, und man erhAlt die folgende Gleichnng in z: 

Diese reducirte eobische Gleichnng, auf die gewöhnliche Weise aufgelöset, würde 
die. Wertbe der drei Perioden liefern. Indessen bedarfen wir gar nicht der 
Kenntnifs der cubischen Gleichung, m wdcber man nur auf einem ziemlich 
complicirten Wege gelangt, sondern man kann durch hOchst einfache Betrach-- 
tungen, wie wir sie schon in den „Beitragen zur Kreistheilung'' und in dem 
„Beweise des cubischen Reciprodtfitsgesetzes'^ angestdlt haben, die Werthe 
der drei Perioden a priori bestimmen. 

In der That: es sei r eine Wurzel der Gleichnng (3.), q eine imaginäre 
Cttbikwurzel der Einheit und man setze 

^*pind.i^i = 9)(a), 

S (i^'-^-V* = V'(a), 

wo Ind. k sich auf die Primzahl p und auf eine nach Belieben angenommene 
primitive Congmenzwurzel ff bezieht, und wo a irgend eine nicht durch p 
theilbare ganze Zahl vorstellt. Setzt man 

ak ^ t (mod./i>, t<:p, woraus 
Ind.a-flnd.Ä ^ Ind./ (mod. p— 1) folgt, so wird 

*.oÄ W fMd,k ..- Ind. a -.Ind. < ^tfod^i ^— :Jlnd.a^?lnd.f 

wahrend l wiederum die Werthe 

1, 3, 3 p-l{/^) 

durchl&ufl: also erhält man 

(4.) 9)(a) = ^-'-^-'T 'p^-'^-V = (>^'-^'9)(l), 

Das Producl der beiden Reihen ^(1) und ^(1) ist 

Stellt man sich in dieser Doppelsumme unter s auf einen Augenblick einen 
stehenden Werth vor und setzt t^sk (mod.;^), kKip, woraus Ind. ^- Ind./ 
^ —Ind. Ar (mod. />— I) folgt, so erhält man, weil nun k selbst wieder für 
jeden Werth von s die Werthe (ji) durchläuft, 

5=^1 fsl 
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Die Summation nach s l&bl sich Jetzt ausflihren, und man erhfilt für 
jeden Werlh von k, mit Ausnahme des einzigen k=:p — 1: 

• ml 

dagegen fflr k =^ p — 1, weil in diesem speciellen Falle l-fAr^/ii also 
r^+* = l isl,. 

dieselbe Summe = 1-f 1 +....-{- 1 =p— 1. 
Im Ganzen erhält man also 

Die Summe nach A verschwindet, weil Ind. Ar die Werthe 0, 1, 2, .... /^ — 4. 
p—:^^ p—2 durchlauft; aufserdem ist Ind.(f> — 1) = |(|f — I) durch 3 theil- 
bar, also p-i»^*o>-i)=: \^ folglich giebt die eben erhaltene Gleichung 

(5.) <p(l)v/(i) = p. 
Man bilde ferner das Quadrat der Reihe (p{\)^ n&mlich: 

«al i^i 

Stellt man sich unter s einen stehenden Werth vor, setzt t^ak (mod. p')^ 
k<ip, woraus Ind. if^ Ind. «-{Ind. Ar (mod.;i*-l) folgt, und bedenkt^ dafs nun 
k fflr jeden Werth von s die Werthe (ji) durchlfiuft, so geht die Gleichung in 

yM)i _. JS 2 paind.« + liid.A^«ri+*) 

«al ist 

über. Aber nach (4.) ist * ¥'V''*V*-^« • = (»'-"' (»+»'v'(J)» för alle Werthe 

von Ar; nur nicht für Ar = /i — 1 ; in welchem Falle dieselbe Summe offenbar 
verschwindet. Es tritt daher v^(l) als gemeinschaftlicher Factor aller Glieder 
heraus und man erhält 

Die Reihe ^i"'pind.*^ind(j+i) iflftt gich offenbar auf die Form a+Ap 

bringen, wo a und b reelle ganze Zahlen sind; sie ist also einer ganzen 
complexen Zahl ^eich, welche aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzt 
isl^ und man erhAlt 

Auf dieselbe Weise kommt 

(7.) Ä)L = *"£'p^1nd.»*2I„d.(U.>:= a^hQ\ . 

37* 
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MulUplicirt mtn diese beiden Resultate (6.) und (7.) mit einander und bemerkt, 
dafo nach (5.) (p(l)y^{i) = p ist^ so erfailt man 

(8.) (ai *e)(ai6p^) = p, 
woraus lu ersehen, dafs die reelle Pnmxabl p von der Form 3«i-f ^ ^^^^ ^^ 
das Product iweier ganten complexen Zahlen aus dritten Wurzeln der Einheil 
lerle^n lifst. Die beiden ganzen complexen Zahlen a-f 6(^ und a-f^P^ sind 
durch die Bedingung^ dab ihre gemeinschaftliche Norm =/i Ist, nodi nicht 
vollständig bestimmt. Um sie voUstAndig zu bestimmen, bemerke man, daTs 
nach (60 y(l/ = y(l)V'(l)(«-f *(>) = />(« r *e) »t Entwickelt man den 
Cubu$ der Reihe if{l) nach dem polynomischen Satze, so giebt diese Ent- 
wicklung erstlich die Guben aller einzelnen Glieder der Reihe, nnd dann noch 
Glieder, deren Coifficienten simmtlich durch 3 theilbar sind. Die Suune der 

Cuben der einzelnen Glieder ist, wegen 9^= I, = J? r^'= — L und man 

erhilt eine Gleichung von der Form 

_l-f3L = fi,«-^»p), wo L = J-f^llr^Cr\... ist 

und A^ 11» C» ganze complexe Zahlen sind. Es folgt hierans die 

CoQgraenz 

p;m-\^k^) = ^l (mod.3), aber p=l (niod.3), foigiich 

(90 ^^^9 = — » (»od. 31, ebenso m^t^^=—l (mod. 3) •}. 

Jede ganze complexe Zahl von der Form A-^Bp (J uid B recfl nnil 

ganzl« weldie ^ — I (mud. 3) fet, keilse eine prhmdre complexe Zahl D« 

iede ganze complexe Zahl I, welche m*dit durch 3 und rndi mckt dnrck 1 — p 

theähnr ist« nur einer der sechs Einheiten 

U p. p\ — K — p, — p' 
nach de« mod. 3 congraent sein kann, so sieht man« daft aich oler 
assoctirten complexe« Zahlen , wie 

i. 9I, 9if — /» — p/* —rip 

immer eine md nw eine jM^mirv heinde« wirü Zeriegt man ite die 
nhl f in da» Pi e dnc t ji,^ Iwvr beiden prinüraa complexen Primfiactor» jp. 
wd ^. M gehen fiese leHSctM die Werthe tm m-^hg and «-*^\ Es 
hieihi nur noch zn entscheiden« wekhe ron Am beiden cMiptexen ZaUcn n- kp 



iv 3UI& I. 2^:ci« <!^il]£ «0^ £umtm cuoidmul« IAH gSnch itna. Mia :>«ae Astatr ^iäe 
■iftIksiCr; IX icm ^V<«we ^ cah. KäopridiiifeflEeK^icäw * 
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und u-{-bQ'^ gleich p^^ und welche gleich p, zu setzen sei. Zu dem Ende 
bezeichne man durch pi denjenigen der beiden primären Primfactoren, in welche 
man p a priori zerlegt hat und für welchen die Congruenz k^P'^^^Q^''^'^(mod.pi^ 
erfüllt wird, während dann für den andern A4^'^*> ^ ^^ind.» q^q^^ p^ g^j^ ^ird. 
Unter dieser Voraussetzung erhält man 
a^bq =*"£"'(,»«<«. *p'"<*-c*H) = *T^A?*^i^(*-]-l)i<^'> (raod. p,> 

Aber der Werth der zweiten Summe ist eine reelle ganze Zahl und durch p 
theilbar, wovon man sich leicht überzeugt, wenn man in der Summe 

welche sich von der obigen nur durch Vielfache von p unterscheidet, (Ä-f-1)^^'^'^ 
nach dem binomischen Satze entwickelt; worauf jede der einzelnen Partial- 
summen, in die hierdurch die Summe zerfällt, durch p theilbar ist. Die 
obige Summe ist also um so mehr noch durch y^ theilbar; folglich ist auch 
a-f^p durch p^ theilbar. Wäre nun a'\'bq =z p^^ so mflfste p^ durch p^ 
theilbar sein; was unmöglich ist, Ae^pi und p^ conjugirte complexe Primzahlen 
Bind *); also ist nothwendig «-[-*(> = f>i. 
Man erhält daher 

9^(17 = PPii V(0' = PP2 • folgüch 

(10.) *TV"'> V = ;/(pp,), 

(11.) *"S^' (>''»"• V = ;'(;»p,); 

wo die beiden Cubikwurzeln so zu wählen sind, dafs ihr Product 

\iPPi)i(PP^) = 9(0V(0 = P wird. 
Diese beiden Gleichungen werden nun sogleich die Werthe der drei Perio- 
den liefern. 

Man bezeichne durch P die Summe aller Wurzeln e^ der Gleichung (3.), 
für welche Ind. Ar durch 3 theilbar ist; durch 1^ die Summe derjenigen Wurzeln 
derselben Gleichung, für welche Ind. Ä^ — 1 (mod. 3) ist: endlich durch P'' 

die Summe aller der Wurzeln e ^ , für welche Ind. k^\ (mod. 3.) ist. 



*) Nur die beiden conjugirten complexen Primzahlen 1--^ und 1— ^^ deren ge- 
meinsdiaftliche Norm die Zahl 3 ibt, theilen sich gegenseitig. 
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Seixl man r=^e^ , so lassen ddi die Gleichiingen (10.) und (11.) folgm- 
dermab» schreiben: 

Da sich zu diesen beiden Gleichungen noch die folgende gesellt: 

p^P'4^P' = -1, 

so haben wir jetzt ein System von lineiren Gldchnngen, welches sich nach 
P, P', P" ab Unbekannten anfldsen lAfst Die Auflösnng dieser Gleichungen 
hefcrt folgendes Resultat : 

Lehrsatz 1. 
j^Wenn man die reelle Primzakl p von der Form Sm-f- 1 in 
^da» Product ihrer beiden primdreny aus dritten Wurzeln der Ein^ 
„keil zusamunengeselzten compUxen Primfactoren zerlegt und den- 
njenigen von beiden ^ welcher fitr eine vorher nach Belieben ange-^ 
^nommene primilive Congruenzwurzel g die Congruenz g^^^^^ ^ 9 
y^(mod.pi) erfüllt f durch p^^ den andern durch p^ bezeichne so sind 
„die drei Perioden P, P*, P" durch die folgenden Gleichungen ge- 



3P = -1-t- )\>Fi)+ }Xpp:;^ 

^P = -i + 9y{pPi)^9W(pp.). 

3P"= -l^/y(pj^^)^^;Xpp,); 
„WO die beiden Cubikwurzeln so zu wählen sind, dafs ihr Product 
„reell und der Primzal p gleich wird.^' 

Bezeichnet man durch das Symbol 1 — J diejenige Potenz von 9^ welche 
E=it»^'~'^ (mod.p,) ist. so hat mun (i'"'*-* = [ — ^J, und man kann jetzt aus 

dem Resultate die primitive Cougruenz^urzel und die Indices voUsttn^g dimi- 

niren und demselben folgende unabhängige Form geben. 

y,Die reelle Primzahl ;^ ^ 1 (mod. 3) sei in das Product ihrer beiden 
primären complexen Primfactoren pi und p, zeriegt; man bezeichne dnrcli 

P, P', P' 

die Summe aller derjenigen AVorzehi e ^ der Gleichung (3.j. flr welche 
respective 
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[Ä]=<> Li)-"'' m-9 

ist: so hat man 

3/^ = -H 9}f(PPH9'kpP^)^ 

•iP^'= '-i+Q')^(PP,)+(fy{pP2h 

wo die beiden Cubikwnrzeln ^(ppi) nnd i^pp^^ so zu wählen sind ^ dafs 

ihr Product =f wird." 
Wir denken uns pi immer so bestifaimt, dafs der Coefficient von (> positiv, also 
der Coöflicient von (^^ in f 2 ebenfalls positiv ist. (Vergl. die Tabelle $. 3.) 

§. 2. 
Nachdem die Werthe der drei Perioden P, P\ P*' gefunden sind, 

können wir die Function Jr= — — j in das Product dreier gduzen Functionen 

I, 1?, ^ von X zerfallen, deren Co^ffioienten aus P, P*, P" linear zusam- 
mengesetzt sind. Ordnet man diese drei Factoren, statt nach den Potenzen 
von Xf vielmehr anf die Weise, dafs man alle Glieder zusammenfafst. welche 
respective mit P, P, P" multiplicirt sind, so nehmen sie die Form 

I = J + BP+CP+DP" 
an, woil^ B, C, D ganze Functionen von x mit ganzen reellen CoSfficien'teii 
sind , und es folgt aus der von Gau/s gegebenen Theorie, dafs, wenn $ die- 
sen Werlh hat, die Werthe von ?;, ? sogleich hieraus durch cyclische Per- 
mntalion von P, P, P' gefunden werden, nämlich: 

ri = J+ÄP' f CP'+iDP, 

^ = J + BP'+<^'^ +DP\ 
Man kann mit Hülfe der identischen Gleichung 

I + P-fP'-j-P'' -^ ü 
einen beliebigen der vier Co£fGcienten herausschaffen. WiH man z. B. D 
eliminiren, so subtrahire man von den obigen Ausdrücken fflr |. 17, ^ den 

folgenden : 

= D^DP^DP'^DP', 

und man erhält 

S ^ A'^D^{B^D)P ^(C-D)P\ 

71 = A-D'\-iB—D)P' '{-{€— D)P", 

S= ^_ö4-(B_Z>)pg (C--^D)Pi 
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80 dafs also I9 ^, S immer auf die Form 

(1.) f=ii + ÄPtCP', ry = ilfÄP4.CP', C = ^^ÄP'fCP 

gebracht werden können, wo A, B, C ganze Functionen von x mit ganzen 
reellen Coefficienten sind. 

Selzl man nun in diese Ausdrücke die Werthe der drei Perioden, wie 
sie sich oben ergeben haben , nämlich : 



p =K-i-f- }fipPi)-r App^)^)', 

P' = ^(_ 1 ^9\iPPd-\-9'\(.PP.)'). 

P" = i(- 1 -f if'VppH c VCppO), 



so erhält man 

31? = 3^-ii-.€r+Ä((.v'(m)+(''i'(r;'2))+C'(p7(pr.)f«»v'(pp»)), 

weldies sich auch folgendermafsen schreiben Ififst: 

(2.) ^ 3ij = 1/+ YQyipp,)-\-Z(,^^^(pp,), 

3; =-- r+rpV(pp,)-t-Z(» l/{pp,), 

Y --= r-f IFp, Z = F-f- FFp': 
wo 17, V, W drei ganze Functionen von x out ganzen reellen Coefficienten 
sind. Mnltiplicirt man die drei AusdrOcke 3|, 3i;, 3^ wirklich ineinander, 
mit Hfllfe der Formel 

s s 

und bemerkt, dafs }'{pPi)'}XpP2)=' P >?l^ so kommt 

(3.) 7l^r,i; = ü'^pp, Y'^pp,Z'-3püYZ. 
Lehrsatz 2. 
j, Für Jede Primzahl p von der Form im-^l läf»f sich atio der 
„ Ausdruck 

„auf die Form 

,,V'i^pp,Y'^pp,Z^-3püYZ, 

..bringen, wo F= V^Wq, Z=^V\ ny ist und U, V, W ganze 

„Functionen von x mit ganzen reellen Coefficienten sind.^* 

Ich bemerke noch, dafs man immer 

f/^F-f Hr= (raod. 3) 

hat; denn es ist U^V^fV^^A. 
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Beispiele. Fflr/F=7 ist ;>x==2+3(), ;>2=2-}-3(>\ l7=3«'+a?-f.3, 

Fürp=13istp4=— l-fSp, p,= — 1+3(^% r=3j?*+ar'-f5ar^-fa?+3, 

Mit Hülfe des Newtonschen Satzes über die Potenzsummen der Wur- 
zeln einer Gleichung kann man durch Anwendung des symbolischen Zeichens 

r — J allgemein die Coefficienten der drei Polynome 17, F, fV durch analy- 
tische Formeln ausdrflcken. Ein Umstand, auf den ich bei dieser Entwicklung 
im Vorbeigehn aufmerksam mache, besieht darin, dafs die CogfGcienten , wie 
sie die Formeln liefern, als Brüche erscheinen, ohne dafs man sieht, wie die 
Nenner durch die Zähler aufgehoben werden. Da man aber a priori weifs, 
dafs diese CoefQcienten ganze Zahlen sein müssen, so erhält man hieraus eine 

Reihe merkwürdiger Sätze über die Symbole von der Form i — 1 , welche in 

ihrer Verbindung zu dem cubischen Reciprocitätsgesetze und den Griterien des 
cubischen Characters der Zahl 3 führen, also die ganze Theorie der cubischen 
Reste implicite enthalten. 

Eigenschaften der Ausdrucke von der Form 0. 

§. 3. 
Die Ausdrücke von der Form 

(I.) u" ^pp,f^pp:,e — ipuyz = *, 
in welchen wir y = r-|-ir(>, «r=r-f irp^ und u, r, ip als reelle ganze 
Zahlen voraussetzen ^ und welche unter dieser Annahme nur reelle ganze Zahlen 
darstellen können, besitzen merkwürdige Eigenschaften. Die Fundamental- 
Eigenschaft derselben besteht darin, dafs je zwei Ausdrücke von dieser Form, 
mit einander muUiplicirt, wieder einen Ausdrück von der nämlichen Form re- 
produciren. Es seien 

* = u^ -{^pp.y^ ^pp^z" —^puyz, 
0'=r u'^'{^pp,y'^-\^pp^z'^ — ^puyz' 
zwei Ausdrücke von dieser Form. Um nun das Product **'=*" zu bil- 
den, schreibe man 4> und *' wie folgt: 

*'=- (t^'+yVCwO+^^VCw^CeicOCetc.), 

CrelU*a Journal f. d. M. Bd. XXVIII. Heft 4. 38 



296 94. EiB9n$teim^ Fmrmem JHHm GrmitM mit S rmrimMm. 



Jtbi Bidtipficire Je swä fiberaiiiaBder stcheodo Factorm wirUidi mit efiuuider. 
Auf diese Weise erfadt man offenbar dnen AosdnidL, ier gesai dieadbe €ie->- 
Stadt Imt, wie 4^ mid 4^', aber mit nenen Variabein W', y\ z'', nladicb: 

z^^ =.ufi^ ftW+p,yy^, 
md man sidit, dafii man, wenn y^r-f-tv^t £ = r-f 117^% y^=zv''\'y/ff^ 
%' = v''rw'Q^ gesetzt wird, y"' = v" ^w"ff^ «'' = r"-f »V eriiilt, nnd 
lafi «'^ v"^ w" ebenfalls ganze Zahlen sein werden. 

Man kann liierans sogleich einige interessante Folgemngen neben. 
Wenn die nnbestimmle Gldchnng 

(3.) u'^pp,f-\'pp^e — 'Spuyz = i, 
flir y = r-f tf'p) %-=V'\'Wq'^^ in reellen ganzen Zahlen ir, r, w lösbar iM 
(mit Ansnahme der eridraten Lösung u= 1, y = «=0), so lassen aidi, wie 
bei der belumnten Ps//scben Gleichung, mim einer Lösung unendSck riete, 
nnd biw sogar doppelt unendlich viele, ableiten. In der That: wenn 1^ >% n 
irgend ein System ist, weldies der Gleichung (3.) genagt, so darf man nnr 

(4.) iM^ykpPiH^kppz)riury9kpp.)^^^^^^^ 
= u+Yy{ppo^ZYXpp,) 

setzen, wo m und n irgend welche positive oder negative ganzq Zahlen vor* 
stellen, und alle diese Systeme 

ü; f, z, 

welche dm verschiedenen Werthen von m nnd n entsprechen, werden eboi- 

ftflls der GIdchung (3.) Genflge thun. 

Wenn M eine ganze Zahl vorsteDt, welche durch die Form <^ re- 

y r isentirt werden kann, und man kennt alle Auflösungen der Gleichung (S.^ 

so lassen neb aus einer Darstellung unendlich viele ablaten. Hat man z. B. 

M = ^^pp^(P.Lpp,f—ipaßY, 

und stdlen 

P, F, Z 

alle Systane vor, welche der Gleichung (3.) geniigen, so setze man 
(5.) («+/?y(;^;t,)+/y >;'2))(r+ T\{pp--YZ]/ipp,y) 

= A-\-Bi{pp,)^r\f{pp,), 

und es ist dann ebenfalls 

M= A''{'pp,B'+pp,r'-ipABr. 



94. Eisen stein, Fot^mem ArÜtem 4hwle$ niif 8 Vmiabeh. 399 

Zngleidi sieht man, dafs sich alle Darstelhuigeii, die man auf diese Weise er- 
halt und die wir als eine Gruppe von Darst^nngen bezeichnen, jä^ B^ F in 
eine derselben a^ ß^ y lineir ausdrücken lassen; man darf sn dem Ende nur 
die linke Seite der Formel (5.) entMrickdn, den reellen Theil dem reellen 

s t 

Theile und die CoefBcienten von resp. ]Kppi)^ y(PPi) einander gleich setzen. 
Ee! diesen Rechnungen hat man immer die einfachen Gleidmngen 

fj&^p, ri^=p,&^ d^=p^Ti^ V^ = PPi^ ^ = PP2, PlP2 = P 
im Auge zu behalten, wo hier, vrie im Folgenden, der Eflrze halber die 

häufig vorkommenden Cubikwurzeln ^(ppi)^ iiPP^ ^^^P* durch i^, & be- 
zeichnet werden. 

Wenn die beiden ganzen Zahlen ilf und M' durch die Form ^ dar- 
stellbar sind, so ist ihr Product MM* ebenfalls durch <P darstellbar. Bedeu- 
ten Oberhaupt ilf, M'^ ilf'', etc. eine Reihe von ganzen, durch die Form ^ 
darstellbaren Zdden, so giebt es in dem Ausdrucke 

Jkf'"ilf""'ilf'-". ..., 
in welchem die Exponenten die Null und alle positiven ganzen Zahlen vorstel- 
len, unendlich viele ganze Zahlen, welche durch die Form 4^ dargestellt wer- 
den kAnnen. 

Dies ist ungefähr Alles, was sich bei der Erforschung der Eigenschaften 
der Formen 4^ gewissermafsen an der Oberfläche darbietet. Indem wir uns 
nun zu schwierigeren und tiefer liegenden Untersuchungen wenden, beginnen 
Wir mit derjenigen Aber die Natur der Theiler der durch die Form # dar- 
stellbaren Zahlen. 

Es heifse eine ganze Zahl q Tkmkr der Form 
*==ti'-fp^,(r4-fi7p)^4.pp,(r-fii^p')^ — 3jiii(f?4-ti^«>)(r-ftop'), 
wenn eine Zahl ilf existirt, in die q aufgeht und welche durch die Form 4^ 
darstellbar ist, ohne dafs die Yariabehi «, r, w einen gemeinschaftlichen Theiler 
hätten; diese letztere Bedingung ist darum nothwendig, weil sonst das Charac- 
teristische der Theiler verloren ginge und jede Zahl Theiler der Form 4> sein 
könnte: Im entgegengesetzten Falle, d. h. wenn keine solche Zahl ilf existirt, 
die durch 4> in relativen Primzahlen darstellbar und ^ (mod. ff) ist, heifse (f 
NichttAeiler der Form 4^. 

Wenn eine ganze Zahl Theiler der Form 4^ ist, so ist, wie man sogleich 
deht, jeder ihrer Frimfsctoren ebenfalls ein Theiler der Form 4^. Wir wollen 
also zuerst alle Primzahlen anfsndien, welche Theiler dieser Form sein können. 

38* 
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Es sei q eine reelle positive Primzahl, far welche ^^0 (mod.^) 
ist, während u, v^ w relative Primzahlen, d. h. nicht alle drei durch ein nnd 
dieselbe Zahl theilbar sind; wir setzen q von 3 nnd von p verschieden voraas, 
weil ^ = 3, g=p immer Theiler von * sind. Sehen wir nun, welche Folge- 
rungen sich aus einer solchen Annahme ziehen lassen. Setzt man V'\'WQ=yp 
r-f t^(>^ = ^9 so können auch ti, y, z keinen gemeinschafUichen Factor haben; 
aufser vielleicht den Factor 1— (»: diese letzteren Yariabeln können also nicht 
idle drei mit q denselben gemeinschaftlichen Theiler haben; aber auch nicht 
zwei von ihnen, weil sonst vermittelst der Congruenz ^^0 (mod. ^) Das- 
selbe auch für den dritten gelten würde. Es sei d entweder =^9 wenn q 
von der Form 3ii-f 3, oder J gleich einem der beiden complexen Primfacto- 
ren qi von q, wenn ^ = 3ii-f 1 ist. Es sind nun zwei Fälle denkbar: ent- 
weder ist eine der drei Variabein u, y, z durdi J theilbar, oder sie sind 
alle drei nicht durch d theilbar. Es sei u durch <? theilbar.; dann sind y und 
z nicht durch (T theilbar, und man kann statt ^ se (mod. J) einfiieher 
ppiy^'\-pp2z^^0 (mod. J) schreiben. Dies giebt 

Dasselbe Resultat erhält man, wenn y oder z durch d theilbar ist; denn in 
diesem Falle hat man entweder ti'+Z'/^a *' ^ ^^ ^^^^ ^^ TPPi y^^ (mod. <f)^ 
fol^ich resp. [^f^J=l oder [f^J = l; nnd von diesen beiden letztem 

Gleichungen ist jede eine Folge der andern. 

Es bleibt der Fall zu betrachten, wenn u, y, z alle drei nicht durch d 
theilbar sind. In diesem Falle setze man 

*' = u^'-\-pp,y^+pp,z''-3puyz', 
und suche die complexen ganzen Zahlen u', y% z' so zu bestimmen, daüi das 
Product 

**'= n^+PPi^^+PPih' — 'ipvi^i 
die einfachste Gestalt annimmt. Die Werthe von u, 9, j sind 

u=^uu'-\'pyz''\-pzy\ 9= u/ + yfi'^p,««', J = ti«'-f-«ii'+i^iy/. 

Es lassen sich nun zwei Wege einschlagen, indem man entweder $ = oder 

t>.:=^0 setzt: welcher von beiden in jedem Falle vorzuziehen sei, wird sogleich 

die Rechnung zeigen. Setzt man j = 0, so hat man die beiden Gleichnngen 

uy'-{yu' = —p.zz'-i-p, Piyy'+^^ = — «^«^ 
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weldie, nach y^ und u^ aufgelöset, 

{uz—piy'jy' = (uy—p,z')z''^z\^ und 
{uz—p,y')u' = (pyz—u')z'-^p,yt) 
geben. Ist nun die Determinante uz—p^y^ nicht durch J theilbar, so SQlze man 
z'=^t)=:uz—piy\ and man wird für y' und u^ yanzeWerÜie aus obigen 
Gleichungen erhalten, und 9 wird nicht durch <? theilbar. sein; man kann also 
dann^' so bestimmen, dafs i=0 und 9 nicht durch d theilbar sind; da aber 

**'= (mod.(y) ist, so hat man u' -{-pp, t)'= (mod. (T), folglich Pf^]= 1- 

Ist aber nz—p^y'^ durch d theilbar, so mufs man auf dieses System 

von Gleichungen ganz verzichten und mufs 9 = setzen ; diese Annahme liefert 

(uy—p^z')z'={uz—p,f)y']ryh (^y—P2«')ti'=^(pyz—u')y—p^zi. 

Ist nun uy—p^z^ nicht durch J theilbar, so darf man nur y'= j = tiy— ;^2«* 

setzen, und man wird z'^ u' in ganzen Zahlen, j nicht durch 9 theilbar, und 

\x^'\'PP2^^0 (mod. (T) erhalten; letztere Congruenz liefert folglich r^y^J = l- 

Wenn aber zu gleicher Zeil die beiden Congruenzen 
uz—piy'^ ^ 0, uy—p^z^ ^ (mod. J) 
Stattfinden, so führt gerade die Verbindung dieser beiden Congruenzen zu der* 
jenigen Folgerung, welche dieselben auf anderem Wege zu ziehen nicht er- 
lauben. In der That: multiplicirt man die erste mit 2py, die zweite ml pz 
und addirt, so erhält man 

3puyz—ppiy^—pptZ^'-pp^y^=OCmoi.d^^ oder ü^—pp^y^—4> = 0; 
aber ^0 (mod. <J), folglich u^^pp^y^ (mod.<?); und da nun y nicht 

durch J theilbar ist, so folgt [^f^J^^^* 

Man sieht also, dafs in allen Fallen die beiden Gleichungen 
(6.) [2^] = 1, [!^]^l, 

von denen jede eine unmittelbare Folge der andern ist, die nothwendige Be- 
dingung enthalten, damit q ein Theiler von sei. Ich behaupte, dafs diese 
Bedingung auch hinreichend ist. In der That, wenn die beiden Gleichungen (6.) 
erfüllt sind, so giebt es zwei reelle ganze Zahlen a und ß von der Art, dafs 
a-f-/9(>' zu p relative Primzahl ist und dafs {a'\-ßif^)^^pp^ (mod. 9)^ oder dafs 

durch d theilbar ist; die Norm dieses Ausdrucks wird also durch q theiibar 
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smB. Die Norm des ersten Factors ist = («+/^P*— ^)(*+/'^~*) '^^ 
e^—aß'\-ß^—p—{a'\'ßQ)f]—{a'^ßQ^)&^ und die Nonnen der lieiden an- 
dern Factoren werden hieraas erhalten, wenn man statt 17, & resp. (»17, q^&\ 
Q^V^ 9^ schreibL Das Frodnct dieser drei Normen, d. k die Norm des 
gansen <^igen Ausdrucks, erscheint also in der Form 4^, und ist somit AiarA f 
theilbar. Es bleibt noch zu zeigen, dafs dieVariabebi « = 0^ — a/9-f /^ — F' 
r= — a, w= — ß keinen gemeinsdmftUchen Theiler haben: ein solcher ge* 
mdnsdiaftticher Theiler mOfste auch p theilen, also auch o-f /9^^ und p; was 
gegen die Annahme ist. 

Wir kommen jetzt zu der Umformung d^ Gleidiungen (6.) mit Hälfe 
des Reciprodtitsgesetzes ffir die cubischen Reste, welches wir im 27ten Bande 
dieses Journals (Seite 289) bewiesen haben. Wenn zuerst ^ = 3ii-f ^ 

und <? = 9^ ist, so hat man [—-]=[—] (Vergl. a. a. 0. Seite 305). Wenn 
iweitens y= 3ii-f 1 = ^i^, und <J = yi ist, so hat man f^'^ j == 1-2-1 

(a. a. 0. Seite 307 (a.)). In allen FtDen lassen sich also die Bedingungen (6.) 
durch die folgende ersetzen: 

Wenn die Bedingung (7.) erfüllt ist, so ist 7 cubischer Rest zu j»i , d. k ee 
existirt ein Cubus l^ (weldier immer reell angenommen werden darf), der 
^q (mod. j»i) isL Der reelle Ausdruck l^ — g kann aber nicht anders durch 
j»i theilbar sein, ab wenn dersdbe auch durch p theilbar ist: folglich ist f 
enbischer Rest zu p. Folgendes ist also das Resultat der Untersuchung: 

Lehrsatz 3. 

j^Alle Primzahlen q, welche zu p cnbisehe ResU sind (in der reel* 
^len Theorie), und nur diese ^ können Theiler der Farm 4^ s^n; Se 
^niehleuUsehen Reste *iind die Mchttheiler.*' 

Wenn also irgend eine zusammengesetzte Zahl M, wdche relative Prim- 
zahl tu 3p ist, Theiler der Form 4> ist^ so mflssen nothwendig ihre simmtlichen 
Primfactoren cubische Reste zu p sein. Es ist leicht, mit Hülfe der bis jetst 
benutzten Principien zu beweisen, da(s diese Bedingung auch hinreichend ist, 
und dals die Formel 

in der That alle Theiler der Form # darsteOt (die zu 3p rdatiye Primzah- 
len sind), wenn g^ f'j q", ... . aDe möglichen Primzahlen vorstellen, welehe 
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cubische Reste so p sind; was Jedoch der Kflrae halber dem Leser über- 
lassen bleibt. 

Das eben aasgesprochene Resultat enthalt die wichtige Wahrheit, dafs, 
ebenso wie bei den qoadratischen Formen x^±py^, anch alle Primtheiler der 
Form 4^ in einer bestinmiten Anzahl, nfimlich -^(p—l)^ linearer Fhrmem 
enthalten sind. Nach Anldtnng unseres Satzes haben wir nachstehende kleine 
Tabelle fOr die Primtheiler der Formen ^ conslruirt. 

Primtheiler der Form dritten Grades u^'\'ppiy*'\'pp^z* — 3puyzsz 0, 
M90 ys=i V'\-wQß Z9SV'\-WQ^ ist und Uj Vß w reelle ganze Zahlen sind. 



p = 


Pä = 


P% = 


Formen der Primtheiler Ton 4>. 


7 


2+3(. 


H3e' 


7n±l. 


13 


— 1 + 3(» 


-l+3(.' 


13n+I, ±5. 


19 


5+3(. 


S-I-Sp« 


1911+1, +7, ±8. 


31 


5+6p 


5+6(»' 


3I«±J, ±2, +4, ±8, 15. 


37 


— 4-|-3p 


-4+3p' 


37ii±l, ±6, +8, ±10, ±11, ±14. 


43 


-i-i-öp 


- 1 -f-6(»» 


43n±l, ±2, ±4, ±8, ±11, ±16, ±21. 


61 


5+9(» 


5+9<»' 


6U±I, ±3, ±8, ±9, ±11, ±20, ±23, ±24, 
±27, ±28. 


67 


2-f-9(. 


2+9e' 


67n±l, ±3, ±5, ±8, ±9, ±14, ±15, ±22, 
±24, ±25, ±27. 


73 


8+9p 


8+9<»' 


73n±l, ±3, ±7, ±8, ±9, ±10, ±17, ±21, 
±22, ±24, ±27, ±30. 


79 


-7 + 3(» 


-7-|-3(»» 


79n±l, ±8, ±10, ±12, ±14, ±15, ±17, ±18, 
±21, ±22, ±27, ±33, ±38. 


97 


11+3(» 


ll+3p' 


97n±l, ±8, ±12, ±18, ±19, ±20, ±22, ±27, 
±28,±30,±33,±34,±42, ±45, ±46, ±47. 



§. 4. 

Theorie der Gleichung 0ssl. 

Da die Theorie der unbestimmten Gleichung 4^ = 1 für das Folgende 
Ton grofser Wichtigkeit ist, und da sich dieselbe unmittelbar an das im §. 2. 
Gesagte anschliefst^ so wollen wir in diesem Paragraphen zuerst zeigen, dafe 
diese Gleichung immer ganze LiVsungen n^v^w hat, fSr welche die drei lineäreh 
Factoren von ^ irrational sind, und sodann das gemeinsame Band aufsuchen^ 
welches alle ihre miendlidi vielen Lösungen verknflpft. 
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l. Zunächst werde bemerkt, därs, wenn man der Kürze halber 

tt+(r+u?(>)()'i?-f(t?+M;()^)()^ = yj''(u,v,w) 
setzt, zwei Ausdrücke wie y^iUfVfW)^ yj(u% v',w')^ in denen die Variabein 
als ganze oder auch nur als rationale Zahlen vorausgesetzt werden, nur dann 
einander gleich sein können, wenn « = «', v = v', w=^w^ ist Um dies 
zu beweisen, haben wir zu zeigen, dafs aus der Annahme yj(UfV,tc)=^0 
nothwendig u = v = w^=0 folgt. Wäre dies letzlere nicht der Fall, so wür- 
den die beiden algebraischen Gleichungen nach tj 

ti+(r-f m;(^)7?+ '^"^J^^% ^ = und ri^—ppi = 0, 

mit rationalen coraplexen CoSfficienten, eine gemeinschaftliche Wurzel i/ = y(ppi) 
haben. Daraus wurde vermittelst der Operation des gröfsten gemeinschafllichen 

s 

Theilers weiter folgen, dafs i{ppd ^^^^^ rationalen complexen Zahl gleich sein 
müfsle: also müfste/>/i| ein rationaler Cubus, folglich als ganze Zahl ein ganzer 
(complexer) Cubus sein; was ungereimt ist, da in ppi=^p!p2 nicht die Ex- 
pcuenten der complexen Primfactoren durch 3 theilbar sind. Ans der Annahme 
1// (ti, VjW) = tp {W, v'y w') folgt aber \p{u — u\ v — v', w — iv') = 0, folglich 
u — ii'=0, V — 17'=0, 117 — ir'=0; was zu beweisen war. Natürlich gilt 
derselbe Salz auch in Beziehung auf die beiden andern linearen Ausdrücke 
1//' und v^^^ Übrigens lassen sich y/' und yj'^ immer auf die Form rp bringen; 
denn es ist, wie man sieht, 

yj'(u,v,w) = ip(u,—w,v — iv), 

\p"{u,v,w) = yj(fi,w — v,—v). 
Da diese letztere Umformung so einfach ist, so wird sie später immer still- 
schweigend vorausgesetzt werden. Wenn also der Werlh von yj gegeben ist, so 
sind dadurch die rationalen Zahlen u, v, w vollkommen bestimmt, und durch 
yj sind auch yj\ yj*' vollkommen mitgegeben; vorausgesetzt, dafs einem solchen 
Werlhe von y^ in der Thal rationale Werthe von ti, r, w entsprechen: denn 
dafs man dem Ausdrucke yf unendlich Ariele Werthe ertheilen kann, für welche 
VyV^u) auf keine Weise rational bestimmt werden können, leidet keinen Zweifel. 
Es folgt auch hieraus, dafs yj nur dann einen rationalen Werlh erhalten kann, 
wenn v und w verschwinden; und dieser rationale Werlh ist dann immer = ti. 
In Beziehung auf die Gleichung * = 1 ist folglich ti=l, f? = 0, fr = () die 
einzige Lösung, für welche y» einen rationalen Werlh erhält; für alle übrigen 
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Lösiingen, 80 viele es deren auch geben mag, sind ip^ ip'^ tp^' alle drei irra- 
tional, und V, w können nicht beide zugleich verschwinden. Es ist gut, hier 
sogleich zu bemerken, dafs für reeUe Werthe », p, w die drei Uneären Fac- 
loren y/, yj\ y/" von * immer rfeefle Werihe annehmen, und dafs, wenn die 
Gleichung ^t=r:] erfnllt wird, nur entweder alle drei positiv, oder einer po- 
sitiv, die beiden andern negativ sein können. 

II. y/iT haben in $. 2. gesehen, dafs sich die ganze Function 77 ^'^^ 

auf die Form 

(1.) 27(a?^-'-}-a^^4-....4-a?+I) 

bringen lafst, wo V. ^^ W ganze Fanctionen von x mit ganzen reellen Cogf- 
ficienten 5inJ. Subsütuirt man in der Gleichung (1.) ^ = 1, so erhalt man 
links 27p; die Polynome U^ V, W gehen in reelle ganze Zahlen Aber, die 
wir resp. durch Vi^ T\| Wi bezeichnen, und man erhflU 

(2.) ^7p = V^iV'lV^r; 
wo der Kürze wegen v^i u. s. w. statt i//(l7i, F,, IF,) u, s. w. gesetzt ist. Der 
Ausdruck i\\ ist^nothwendig irrational: denn wire yj^ rational, so hätte man 
nach dem in der vorigen Nummer Bewiesenen tp^=üi und auch V''i=V^r=£'i9 
folglich 27p =^ f^'; was ungereimt ist, dap eine Primzahl, folglich 27p kei- 
nem Cnbu? gleich sein kann. Die ganze Zahl Üi ist notbwendig durch p 
Iheilbar, wie man aus der Gleichung 

27p «= ü,'+pp,I7 + rPtZ/-3pt^,r|Z, 
ersieht, wo T^^V,^fV,Q, Z,= F|+fF|(>* gesetat ist Dividirl maa 

daher jeden der drei Factoren y/^ , tp\ , y/'{ durch yp, so erhalt man die Zahl 
27 durcb eine cubiscbe Form dargestellt, welche sich in das Prodnct aus drei 
linearen Facloren zerfallen lafst, von denen der erste f(rfgender ist: 

wo üg=^pTii wahrend die andern beiden hieraus hervorgehen, wenn man 

t 3 

Statt der beiden Cubikwuraein Vpi , yp^ ihre flbrigen Werthe setzt, immer mit 
der Beschrankung, dals das Product beider reell sein mufs. Erhebt man den 
eben geschriebenen Ausdruck zum CubuSf so erhall man einen Ausdruck von 
der Form 

CttWi Joornal f. d. M. Bd. XXVHL Heft 4. 39 
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WO 

v + wQ = y = pT!i\+p,T,Z?-\^Y^Z,, 
v+wq'=z ^ pTrZ,^p.T,\l^\\Z', 
gesetzt ist; erhebt man auf dieselbe Weise die l>eiden andern linearen FacloreD 
zum Cubus, 80 erhält man 3v^^(f/, v^ tr), i-^'^u^v^w). Dafs n eine ganze 
Zahl ist, ergiebl sich daraus, dafs p^Tf+Pi >7+P2Z' — 3 T, FiZ, = 27, 
folglich ti = i Ci7 + (3 -[- 6 1>) Tx 1^1 Z.) ist Ich behaupte jetzt, dafs ii, r und ti^ 
durch 3 theilbar sind. Um dies zuerst für v und w zu beweisen, oder, was 
dasselbe ist, fOr y und z^ bemerke man zunAchst, dafs aus den Congruenzen 
p'Tl^p.Yl^p.Zl^EO imoL'i^, p=l, p,^p, = -U Tf=T,, 
F^ = Z/=r, + fF| (mod.3) die folgende sich ergiebl: T, — 'JV, — 2fV, 
^0 (mod. 3), oder Ti-f ►'i-}- W^i =e (mod. 3), oder, wie hieraus sogleich 
folgt, wegen Fi -f ^i = '^ F| — FF, , T^^ F» -f Zi (mod. 3) ; von der andern 
Seite erhfilt man aus den obigen Ausdrückeu für y und z 

y = Tl F. - T,Zl + Yl Z, , z - T^ Z, - T, Y^ + F, Z? (mod. 3). 
Substituirt man nun in diesen Ausdrucken far 7|, T^=e^Y^'\-Z^ (mod. 3), 
so erbalt man die folgenden: 

F?+3 F?Z,-Z.% Z,^+3 Y,Zl- Y^. 
Da nun Yl^Zl (mod.3) ist, so sieht man, dafs in derThat y und z^ also 
auch V und w^ durch 3 theilbar sind. Um dasselbe für u nachzuweisen, be- 
merke man, dafs 

u" = 2V—pp,f—ppr,z'^^upyz 

Ist; alle Glieder auf der rechten Seite sind hier durch '11 theilbar, folglich ist 
auch vP durch 27, mithin u durch 3 theilbar. Es sind abo ^u^ \v, \w ganze 
Zahlen und geben eine Lösung der Gleichung = 27. Um nicht zu viel 
neue Buchstaben einzufahren, seien diese drei ganzen Zahlen wiederum blofs 
durch u^ V, w bezeichnet. 

Wir wollen jetzt zeigen, wie man durch Cubirung aus dieser Lösung 
eine neue Lösung der Gleichung 4> = 27 ableiten kann. Erhebt man den 
Ausdruck yj{u, v, w) zum Cubus, so erhalt man wiederum einen Ausdruck 
von der Form tp^ fär welchen ^^/'^''' = 27^ ist; ich behaupte«, dafs die neuen 
Variabein alle drei durch 9 theilbar »nd, so dafs man durch 9.9.9 = 27^ 
dividiren kann und in der That eine neue Lösung der Gleichung ^ =r 27 er- 
halt. Nachdem diese Behauptung bewiesen ist, erhellet, dafs man auf diese 
Weise fortfahren und immer aufs Neue aus jeder bereits gefundenen Lösung 
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durch Cnbining eine neue, also unendlich viele Lösungen der Gleichung ^ = 37 
ableiten kann. Die Werthe der neuen Variabein sind in den Formeln 
u' — u^ '\-pPiy^ -{-pPt^^ ^^puy^ — 27-}-9/niyÄr, 

«' = r'-|-io>^= Z{ii^z^p,uy''\-pyz') 
enthalten. In Bezug auf u' ist also nichts zu beweisen, und von y' und z' 
sieh! man wenigstens, dafs sie den Factor 3 enthalten. Es bleibt noch zu zeigen, 
dafs \y' ^\z'^0 (mod. 3) ist. Hiervon flberzeugt man sich aber so- 
gleich, wenn man die Coagruenzen /^^i, p^^^p^^ — X (mod. 3), n^^ti, 
y^^z^^e'\'W (mod. 3) und die aus ihrer Verbindung mit der Gleichung 
* = 'i7 folgende Congruenz ti^y-f^ (mod. 3) zu Hälfe nimmt und dieselben 
in den Formeln ffir ^y' und ^z' substituirt; die obige Behauptung ist also 
aufser Zweifel gestellt. Die zuletzt angedeutete Rechnung ist flbrigens der schon 
oben ausgeführten ganz ähnlich, und eine Wiederholung daher tlberflOssig. 

Alle Lösungen der Gleichung 4^ = 27, welche man auf diese Weise 
durch fortgesetzte Cubirung eine aus der andern ableiten kann, sind in der 
FoAnel 

enthalten, wo Ui, F|, Z| dieselbe Bedeutung haben wie oben; nimlich die 
Werthe der Polynome V^ Y^ Zt aus §. 2. für a:= 1, wahrend it, der Ex- 
ponent vom Exponenten 3, alle ganzen positiven Werthe durchliufL Diese 
Formel liefert, wie aus dem Bewiesenen erhellet, immer ganze Werthe fOr u^ 
yscr-fu^C'^ z^=^fD\wit^^ also auch für r und ir. Natürlich mufs man bei 
der Anwendung dieser Formel, wie immer bei Formehi solcher Gattung mit 
irrationalen Ausdrücken, je zwei entsprechende Glieder mit einander verglei-* 
eben, so dafs die Formel implicite lird Gleichungen darstellt; auch mufs man 
sich hierbei der Gleichungen i;'=/y,, d^T=pp^^ V^=Pp n^=Pi^^ ^^=P2n 
erinnern, welche bewirken, dafs jede Entwicklung dieser Art sich immer auf 
drei und nicht mehr wesentlich verschiedene Glieder reducirt. 

Es bleibt noch zu zeigen, dafs alle in der Formel (3.) enthaltenen Lö- 
sungen der Gleichung == 37 von einander verschieden sind. Zu dem 

Ende ist nur zu beweisen, dafs der Ausdruck * ' '^ ^ , welcher immer 

iVp 
reell ist, einen von der Einheit verschiedenen Werth hat; denn verschiedene 
Potenzen eines reellen und von der Einheit verschiedenen Ausdrucks sind 

39* 
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immer Terschidden. Es sei^i der Kürze wegen I7|-{-F,i?4-2Si^= J, imdi?, C 
seien die carrespandirenden ^) Ansdrflcke von JL Wäre nnn, gegm die 
Vorauseetznng, A=^3yp, so wire anch A^=z77p; von der andern Seite ist 
ABC ebenfaUs =27/i (2.), abo i**=BC, folgüch anch B'^AC, Cr=AB} 
welches die correspondirenden Relationen Mnd. Hieraus folgt 

A' = B^C^ = AC\ A^^A'C = A'B\ 
mithin A^ = B\ Da aber A und B redl sind, so giebt dies A = Bf folg- 
lich, wegen A^=^ BC, auch A ^=C. Addirt man die drei Gleichungen A^^A^ 
A = B, A = C, so erhalt man 3-4 = 3 üj, -4= 17,, folglich wäre A ratio- 
nal; gegen das oben Bewiesene. Die Formel (8;} g^^^ ^^ °> ^^^ "^^^ lanter 
verschiedene Lösnngen. 

IIL Es wurde In der vorigen Nummer gezeigt, dafs die Glddtung 
=: 27 immer unendlich viele Losungen haL Sehen wir jetzt, wie sich Lö- 
sungen der Gleichungen 4^ =: 1 aus jenen ableiten lassen. Wir nennen der 
Kflrze halber zwei complexe Ausdrficke, wie ti-j-y^"f *^^ tt'+>''^ + *'^^ 
nach dem Modul fi eongruent, wenn zu gleicher Zeit die drei Congruenzeii 
u^u', y^y', fs^z' (mod.ju) erfüllt sind; im entgegengesetzten Falle hei- 
isen sie*incongruent. Da es, wenn der Modul =27 gesetzt wird, nur 27^ 
nach demselben incongruente complexe Ausdrücke geben kann, so werden 
sich unter je 27^4*^ solchen Ausdrflckbn wenigstens zwei congruente hein- 
den. Entlehnt man also der Formel (3.)» welche unendlich viele versdiie- 
dene Lösungen der Gleichung ^ = 27 giebt, nur 27^4"^ solche Lösungen, 
so folgt, daft sich unter denselben gewlfe zwei congruente P^Q (mod.27) 
befinden werden. Es seien P', P"^ die tu P und Q', Q" die zu Q cor- 
respondirenden Ausdrücke; dann wird man, wenn man die eben geschriebene 
Congruenz auf beiden Seiten mit (f^' ittuItipUcirt, 

PiyQ" — OVO" (med. 27) 
haben. Aber (?(?'(?'' = 27, folglich PQ'Q" = Q (med. iT); also sind in 
dem Ausdrucke PQ^Q" die drei Vartabeln durch 27 theiibar; man erhiit 



♦) Die correspondirenden Ausdhicke eines Aosdnicks Yon dcf Form ii-f-rv+z* 
mögen ein für aUemsl die Ausdrücke u-^fri-^^zg^&y u-^-yQ^n^-zQ^ genaiiat werden, 
welche ans jenen entstehen, wenn man statt der Cubikwurzeln 37 , 19* die andern einführt, 
deren Prodnct ebenfaDs reell und = p Ist. Es tot zu bemerken, dtfs, wenn A, ß^ C, 
ebenso wie A^, B', O^ correspundirende Ausdrücke sind und A = A' ist, daraus noth-» 
wendig £:=A% C^G folgt; yn» unmittelbar aus(L) folgt^ yorausgeselzt, dals die Va- 
riabein rational sind, wie dies auch in gegenwärtigen Untersudiungen nie anders der 
FbD ist. Diese beiden abgrfaäelen Relationen heifsea die ewrrespandirendM Belalionea 
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mithin, wenn man doreh 27 dlvidirt, in dem Ausdrucke 

eine Lösung der Gleichung </>=!. In der That ist u eine reelle ganze Zahl, 
y, z sind conjugirte complexe ganze Zahlen, und von der andern S#ite sind die 

correspondirenden AusdrOcke von y - die folgenden: —^f-^ Zf ^ Q^id 

das Product aller drei ist = ^^ — ^"^--^^ = 1 ; wie zu beweisen war. 

Aber diese Lösung ist auch nothwendig irrational; denn wäre es anders, so mflfste 

man — ^-=:1 haben, d. L-g^=l, P ^=^ Q, und die beiden Lösungen 

P und Q wären nicht verschieden, wie doch angenommen wurde« 

IV. Nachdem man sich auf diese Weise Qberzeugt hat, dala die 
Gleichung 4^ = 1 immer in ganzen reellen Zahlen u, v, w lösbar ist, für 
welche die drei linearen Factoren von irrationale Werthe annehmen, kommt 
man zu der weit schwierigeren Untersuohuog, welche die wirkliche Angabe 
aUer Lösimgen und die passende Anordnung unter denselben betrifiL Die 
l^//sche Gleichung bietet bis jetzt das einzige Beispiel einer solchen Anord* 
nung von unendlich vielen Lösungen dar; aber unsere Gleichung, wiewohl in 
mehreren Puncten jener sehr ähnlich, zeigt in dieser Hinsicht so wenig Ana- 
logie, dafs es mir, trotz der, wie man sehen wird, grofsen Einfachheit und 
Eleganz des Resultats, erst nach vielen mflhaamen Versuchen gelungen ist, das 
Gesetz zu entdecken. 

Wenn u, v, w irgend eine Lösung der Gleichung = 1 ist, fflr 
welche der erste Linearfactor ^=:ti-}-(r4- trp)iy-j-(ü-f «^P*)^ ^^^^'^ irratio* 
nalen Werth hat, und B, C die dem A correspondirenden Factoren sind, so 
behaupte ich, dalls nie irgend eine ganze Potenz von A irgend einer ganzen 
Potenz vonB gleich sein kann, d. h., dafs die Gleichung J['"=0'' nie durch 
irgend welche positive oder negative ganze Werthe von m und n (m == it = 
ausgeschlossen) erfüllt werden kann. Denn existirle wirklich, gegen die Be- 
hauptung, eine Gleichung von dieser Form, so sind nur zwei Fälle denkbar. 
Entweder man hat m^=n, also A'^ r= B*^, folglich auch die correspondiren- 
den Relaüonen B'^:=C^, C-^^-, d. h. ^~ = JJ'" = C""; da man aber 
auch-4~B~0= 1 hat, so wflrde hieraue J["*= 1, ^1= 1 folgen, und A gegen 
die Voraussetzung irrational Oder m und n sind verschieden ; aus ^t*" s= B" 
folgen die correspondirenden Relationen B'^=^C, O^^^A^f erhebt mau die 
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erste dieser drei Gleichungen zur Potenz m^ und benutzt die zweite und 
dritte, so erhftlt man 

was offenbar unmöglich ist, da A reell und von der Einheit verschieden ist, 
also zwei verschiedene Potenzen von A, nftmlich die mHe und nHe nicht 
einander gleich sein können. Da beide Fälle nicht stattfinden können, so ist 
die Behauptung erwiesen. — Es wird in der Folge häufig die Rede von 
dem natflrlichen Logarithmen des absoluten Werthes eines reellen Ausdrucks 
sein; wir woUen uns zu diesem Behufe des Zeichens Log bedienen, so dals 
für irgend einen reellen Werth k, Logk=logk ist, wenn k positiv, dagegen 
LogAr=:log( — Ar), wenn k negativ ist, oder, wenn man will, in allen Fällen 
LogÄ = |log(A:') = log(-f |/A'). Wir haben schon in (L) gesehen, dafs jede 
Lösung u, r, w der Gleichung 0= 1 durch den Werth von A vollkommen 
bestimmt ist; sie ist es aber auch durch den Werth von Log^y denn durch 
Logii ist Jl in so weit bestimmt, dafs man nur Ober das Vorzeichen zweifel- 
haft sein könnte; jedoch von den beiden Linearfactoren ±A kann nur einer 
die Gleichung erfüllen, während der andere, für welchen die Variabein u, v, w 
in — ai, —V, — w übergehen, die Gleichung * = — 1 befriedigt, also ist 
auch das Vorzeichen von A vollkommen bestimmt 

Für alle Lösungen unserer Gleichung, mit Ausnahme der einzigen «==1, 

r = u? = 0, ist der W^rth von r^^ immer nothwendig irrational ; denn wäre 
t^^ß = — 9 wo Hl und n ganze Zahlen sind, so wäre mLogAts=:nLogB, also 

indem man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht, {±Ay^=^{±By' und 
j2in_. jjjsii^. gegen das oben Bewiesene, dafs keine Potenz von ^ einer Po-- 
tenz von B gleich sein kann. Es folgt hieraus unmittelbar, nach einem be- 
kannten und wichtigen Satze, auf welchen auch Jacobi seine Untersuchungen 
über mehrfache Periodicität gegründet hat, däfs es immer unendlich viele ganze 
Zahlen m und n giebt, für welche der absolute Werth des Ausdrucks 

mLog^ + nLogÄ = Log^(fw^ + ii) 

unter einer beliebig gegebenen, noch so kleinen positiven Grenze i liegt. Wir 

können jetzt den Satz beweisen : 

Dufe OS immer unendlich viele Lösungen unserer Gleichung giebt, fdr 
welche der absolute Werth des ersten lAnearfactors von der Ein^ 
heil so nahe kommt, als man will. 
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Iq der That : wran für irgeud eine bereits bekannte (irrationale) Lösnng 
unserer Gleicbung, A der Werth des ersten Linearfoctors ist, B and C die 
beiden andern Linearfactoren sind, und man setzt il'=J'"J3\ so giebt A* 
für alle ganzen Werthe von tn und n Lösungen unserer Gleichung. FQr po- 
sitive Werthe von m und n ist dies von selbst klar, und fOr negative Werthe 
der Exponenten darf man nur -j, -^ resp. durch BC, AC ersetzen. Nun ist 
hogA' = tiiLogA-^ nLogB, also kann man aber m und n auf unendlich 
viele Arten so disponiren, dafs der absolute Werth von Log^'<Cc wird, 
und folglich kann man fflr unendlich viele Lösungen den absoluten Werth vov! 
LogA^ der Null, mithin den absoluten Werth von A' der Einheit so nahe 
rficken, als mau will. 

Hingegen giebt e^ nur eine endliche Anzahl van Lösungen, oder 
vielleicht gar keine, für welche zugleich die beiden Bedingungen + Log^<C^i 
+ LogB<l s' erfüllt werden^ wo e und e^ irgend zwei gegebene positive 
Consianten sind. 

Die Richtigkeit hiervon kann zwar leicht analytisch nachgewiesen wer- 
den, indem man Grenzen fflr die Variabein u, v^ w selbst angiebt, welche den 
gemachten Bedingungen entsprechen: aber am deutlichsten wird der Gegenstand 
wenn man eine geometrische Anschauung zu Hälfe nimmt. In der That: wenn 
man alle Puncte des Raumes durch rechtwinklige Coordinaten u, v, w aus- 
drückt, und A, B, so wie 4> als Functionen derselben betrachtet, so sieht man 
durch die einfachsten Sfttze der analytischen Geometrie ein, dafs alle Puncte 
des Raumes, fttr welche die beiden oben aufgestellten Ungleichheitsbedingun- 
gen und die dritte 0<i^^l erfolltsind, einen vollkommen begrenzten und 
von allen Seiten eingeschlossenen Körper ausmachen. Theilt man den unend- 
lichen Raum durch gleich weit entfernte Ebenen parallel mit den Axen in 
lauter gleiche Wflrfel mit den Dimensionen =1, so entsprechen den Eck- 
puncten dieser Wflrfel die ganzen Werthe von u, Vj w; aber offenbar kön- 
nen innerhalb des endlichen Körpers und auf dem ihn begrenzenden Theil der 
Oberflache 0=1 nur eine endßche Anzahl von Wflrfeleckpuncten liegen; 
folglich ist unsere Behauptung aufser Zweifel gestellt. 

Folglich giebt es auch nur eine endliche Anzahl von Lösungen, 

für welche 

(4.) iV(Logil — pLogÄ)<€ ist*;). 

*} Unter der Norm eines complexen Ausdrucks f^-f^ö ^(i^+^0» verstehen wir 
immer den Ausdiuck {fi'\'Vi)(fA^ vi)==: ii^-\'y*, wenn fi und v reell sind. 
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Denn die Bedingung (4.) ist gieiefabedeotend mil dieser: (2LogA-\'LogBy 
+3(LogB)'<4e, oder auch mit dieser: (2Logl>'j-Lagi4)^ + 3(Log^)-<4€, 
welche die beiden folgenden nach sich aiehen: (LogÄf^l«, (LogAy<C.ic; 
so daft wir auf den vorigen Salz zurflckkommen. 

LAfst man demnach die positive Constante € stetig abnehmen , so wird 
man einmal zu einem 30 kleinen Werthe von « gelangen, dafs es durchaus 
keine irrationale Lösung der Gleichung ^=1 giebl, für welche die Bedin- 
gung (4.) erfüllt ist Steigt man von einem solchen Werthe von e wiederum 
stetig aufwärts, so mufs man einmal zu einer Lösung gelangen, für welche 
genau iV^(Logil — (fLogB)=^a ist, ohne daüs diesem vollkommen bestimmten 
Werthe von f, den wir durch a bezeichnen, irgend eine andere der Bedin- 
gung (4.) genügende Lösung entspricht. Es kann mehrere Lösungen geben. 

für welche 

(3.) Ä?(Log^ — pLogB) = o 

ist, aber wenigstens wird man auf diesem Wege überzeugt, dafs es aufser der 
Lösung II = I , t? r= UT = 0, welche wir immer von der Betrachtung ans- 
scbliefsen, keine andere giebt, für welche 

2V(Log A — Q Log B) <C a wäre. 
Alle Lösungen, welche dem Mmimutn von iV(Logil — (>Log0) ent- 
sprechen, d. h. welche der Gleichung (5.) genügen, heifsen Fundamental-' 
Auflösungen der Gleichung 0=rl. 

V. ^^enn Af B, C die drei Linearfactoren von ^ sind, welche einer 
beliebigen, aber bestimmten Fundatnentul'^ Auflösung entsprechen, so be- 
haupte ich, dafs alle möglichen Lösungen unserer Gleichung in der Formel 

(6.) i/^!-(t?-|-i/;(i)/;-f (t?4-ir(>^)^ = A^. A'^B'' 
enthalten sind; wo m, n alle möglichen positiven und negativen ganzen Zahlen 
und die Null zu Wertben erhalten müssen. 

Erstlich sind in der That alle Werthe von ti» r^ w^ welche die Formel (6.} 
ergiebt, Lösungen der Gleichung ^ =: 1 ; denn einerseits giebt die Formel nur 
ganze Werthe für die Variabein, und andrerseits sind die dem A' correspon- 
direnden Linearfactoren 

folglich isl das Froducl aller drei 

ABC' = {ABCT'^'' = 1. 
Zweitens entsprechen verschiedenen Werthen der Exponenten verschie- 
dene Lösungen; denn aus der Annahme il"'B"==^'"'Ä^' folgt vl'***'*^ = B^-*, 
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was nach dem schon in (FVO Bewiesenen nicht sein kann, aufser wenn 
m — iii' = 0, n'— 11=0, also iii = jii', ii = ii' ist, d. h. wenn die Expo- 
nenten äbereinstimmen. 

Fär alle Lösungen der Formel (6.) hat man 

A' = A^B% B' = B^C' = -^^ = ^-«B--«, 

folglich 

(7.) Lo%A=^mho%A-\-n\jO^Bs LogB' = — iiLog-4-f ('^"'OLogÄ. 
Aus der Verbindung dieser beiden Gleichungen erhält man die meriLWflrdige 
Formel 

(8.) LogJ'— (>LogB' = (»»+«(>)(LogJl — (iLogÄ); 

alleWerthe von Log^^— p Log 0' werden also aus dem einzigen Log^ — (>Log0^ 
welcher der Fundamental -Auflösung, also dem Minimum entspricht, durch 
Multiplication mit allen möglichen complexen ganzen Zahlen m-f-it(> ge^ 
fanden. Der Kflrze wegen soll fQr jede Lösung der Ausdruck Logil^— (»LogJ9' 
der Regulator genannt werden. 

Die Gleichung (8.) ist eine nothwendige Folge der Gleichung (6.); 
aber umgekehrt ist auch (6.) eine nothwendige Folge von (8.) ; denn da Log^l^ 
und LogA' reell sind, so zerlegt sich die Gleichung (8.) in sitm* Gleichungen, 
welche genau die Gleichungen (7.) sind, von denen wiederum die erste nur 
eine andere Form der Gleichung (6.) darstellt Wenn man also, was jetzt 
noch flbrig bleibt, zeigen will, dafs es keine andern Lösungen der Gleichung 
<^=1 giebt, als die in (6.) enthaltenen, so Ififst sich dieses Problem sogleich 
auf ein anderes reduciren, welches zu beweisen verlangt, dafs der Regulator 
jeder Lösung in der Form (m + iip)(Logi4 — pLogß) enthalten sei. 

Es seien a, by c die Linearfactoren, welche irgend einer Lösung ent- 
sprechen, die man auf irgend eine Weise gefanden hat. Setzt man 

a' -=r ö^-IT, b' = bB'^C'', & == cC^^A^ 
so sind a'f b', c' die correspondirenden Linearfactoren für ebenso viele neue 
Lösungen, als man den Exponenten m, n ganze Werthe g^ebt.. Da aus 
f^ = ö-4'"B", V = ftfl-C" = * J-"Ä^-", 

Loga' = Logn-f^Logil-f-itLogB und 

LogA' = Log* — nLog-4-f (»»— ^)LogB 
folgt: so erhalt man den Regulator aller dieser neuen Lösungen wie folgt aus- 
gedrückt : 

Logo' — ^Logft' = Logfl— pLog*-f (tii-}"^<')(W-^-"P^<>ff^)i 

CreUe*s lournal f. d. M. Bd. XXVIIL Heft 4. 40 
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wdches 

LogA — QLogB LügA—QLügB * i ^ © 
Nun sind zwei Fälle denkbar: entweder ist der Quotient LogjZnLogit ^ 
welchen wir = a -}-/}(» setzen, einer complexen ganzen Zahl gleich: oder dies 
ist nicht der Fall. Der erste Fall entspricht unserer Behauptung. Im zweiten Falle 
kann man immer die ganzen Zahlen m und n so bestimmen, dars die absoluten 
Werthe der beiden reellen Zahlen a-\'m und /?-f i» unter der Grenze \ liegen; 
d. L dafs die absoluten Werthe des reellen Theils sowohl , als des CoSfficienten 
von Q in dem Ausdrucke (9.)9 unter der Grenze \ liegen, ohne dafs beide Theile 
Null sein können, weil eben nicht a und /? zugleich ganze Zahlen sein sollen. 
FOr solche Werthe von m und n wird die Norm des Ausdrucks (9.) ^f? 
aber >>0. In diesem zweiten Falle würde es also eine Lösung geben, für 
welche die Norm des Regulators 

>0 und zugleich ^|JV(Logil — (>LogÄ) wäre. 
Dies ist aber offenbar unmöglich und widerspricht der Definition der Funda- 
mental -Auflösung, nach welcher sie gerade diejenige sein sollte, fflr welche 
die Norm des Regulators ein Minimum ist. Da der zweite Fall nicht Statt 
finden kann, so ist die Behauptung bewiesen. 

Als eine Anwendung des eben gefundenen Resultats, wollen wir aDe 
Fundamental -Auflösungen aufsuchen. Fundamental -Auflösungen sind alle die- 
jenigen, ffir welche die Norm des Regulators = a ist. Da alle Regula- 
toren in der Formel (iit4-n())(Logil— (^LogJ9) enthalten sind, so ist 
2V(m-f »(>)A^(Log-4 — (>LogÄ) = a zu setzen; aber JV(Log-4 — (>Logfl) ist 
selbst =a, also ist A^(m-f it(i)= 1 zu setzen; fQr m-fit(» sind also alle 
complexe Einheiten zu nehmen; welches die folgenden sechs Systeme von Wer- 
then fflr m und n giebt: 1, 0; 0, 1; —1, —1; —1, 0; 0, —1; 1, 1. Es 
giebt also genau mcA^ Fundamental -Auflösungen; es sind diejenigen, welchen 
die folgenden Werthe des ersten Linearfactors von ^ entsprechen: 

A, B, A-'B'\ 

^-^ B-\ ab: 

oder, was dasselbe ist, die folgenden! 

A, Ä, C, 
J_ 1 1 
^' ä"' TT- 
Das Resultat der ganzen Untersuchung Iflfst sich wie folgt ausspriecben : 
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Lehrsatz 4. 
„Die Gleichung 4^= 1 hat immer sechs FundamerUai^ Auf lösun-^ 
yyyen^ von denen Je drei durch blofse cyctische Permutation der cor^ 
,,respondir enden Linearfactoren J, B, C entstehen, und für welche 
yydie Norm des RegultUors iV(Log-4 — pLogB) zu einem Minimum 
„a>> gemacht wird. Sind für eine dieser Fundamental - Au f- 
„lösfingen A und B zwei correspondirende Linearfactoren, so gieht 
y, die Formel A'^B'', oder die Formel (»i-}-np)(Log^ — (iLogJJ), alle 
,y Lösungen der Gleichung *=1." 
Es wäre noch äbrig, einen einfachen Algorithmus anzugeben, durch 
welchen man für jeden Werth von p eine Fundamental -Auflösung der Glei- 
chung ^ = 1 mit Leichtigkeit bestimmen könnte.« Indessen, da diese Frage 
für die Theorie von weniger Interesse ist, und da die Methode, welche wir 
gefunden haben, noch viel fflr die Praxis zu wünschen übrig lafst, so bleibt 
die Lösung dieser Aufgabe für eine spätere Gelegenheit vorbehalten, und wir 
begnügen uns, hier die Möglichkeit und die Existenz der Fundamental -Auf- 
lösungen nachgewiesen zu haben (Vergl. $. 9. am Schlüsse). 

Yon den assoeiirten Fernen. 

S. 5. 
I. Die wichtigsten Eigenschaflen der Form 4> können nicht voIIstAndig 
erkannt und streng bewiesen werden, ohne dafisi man ein ganzes Gebiet von 
neuen Formen hinzunimmt und diese in Gemeinschaft mit der Form 4^ be- 
trachtet. Wenn man auf die Form ^, deren drei lineare Factoren wir durch 
A, B, C bezeichnen, eine Substitution von der Form 

in = au-|-a'tJ+«"n), ( a, a', a" 

anwendet, deren CoSfficienten reelle ganze Zahlen sind und deren Determinante 

(2.) aß'Y'' — aß"Y''\'a'ß'y^a'ßY''^^a"ßY' — a''ß'Y = J 
ist, so geht die Form 4> in eine neue cubische Form mit den drei Variabehi 
u, t), n) und mit ganzen Coöfficienten über, welche, mit Ansschlufs derer von 
u% t>S mS alle durch 3 theilbar sind. Der Linearfactor A geht durch diese 
Substitution in 

(3.) {«+(/?+yp)^+(/»+y(»')*}u-f{«'-f05'+y'(»)»2"(/?'+yV)*}» 
+{«"+(/5*'+/V)'?+(/3"+yV)^}» = 51 

40» 



w 
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Aber, während die beiden andern Linearfactoren Bj C sich in die dem % cw- 
respondirenden Ausdrücke verwandehi, welche wir durch 9, ^ bezeichnen. 
Setzt man der Kürze wegen 

<^Hßi-r9)9'v+(ß+r9')9» = Ä, 

PQR, welches eine reelle ganze Zahl ist, =ii, und multiplicirt 91 mit QR, 
iB mit PR, (^ mit PQ, so nehmen die drei Producte QRTl^ PRfQ^ P(^ 

die Formen 

l(?Ä91==au + {H(^+rf(>)^ +(^+rfp')^}H-{*'+(^'+rfV)^ +(^+rfV)*lrr, 

{pQd = an + {b+{c-\-dQyTi+{c^dQ')Q&]^'\^{b^^^^^ 
an, so dafs die neue Form F, in welche ^ übergeht, so geschrieben werden kann: 

(etc.) (etc.) , 
nAmlich als das Product der drei Ausdrücke zur Rechten in (4), dividirt 
durch if. Die Buchstaben 

(5\) a, b, e, d, b% &, d' 
bezeichnen reelle ganze Zahlen. Sehen wir, welche Eigenschaften diese gan«- 
zen Zahlen (5*.) besitzen. Zuerst zeigt sich, dalis wenn man das Product 
der drei Factoren in den Klammem (5.) entwickelt und nadi Potenzen und 
Producten der Variabeln u, t), n> ordnet, jeder Coöfficient durch o' theilbar 
sein wird: denn wenn man jeden Coefficienten wirklich durch 4f dividirt, so 
erhalt man genau die Förmig; welche offenbar ganze Coefficienten hat. Wenn 
man die Ausdrücke für '^, 93, @ als ein lineAres System von Gleichungen 
mit den Unbekannten u, d, m ansieht (^9.), so ist dieses System offenbar ans 
dem System 

( c = ii+(r+«^e)p'^+(«^-f «^p')<>* 

und aus dem System (1.) zusammengesetzt Das System (6.) kann seiner- 
seits wiederum als aus den beiden Systemen 



B= «+<>»7y+p**«^, ) und 
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0, 1, if 
0, 1, (f' 



xnsammengesetst betrachtet werden, d. L aus den beiden Systemen 
(7.) {1. 9Vy9'» } «nd (8.) 

Die D^erminante des Systems (JS.) ist folglich nach einem bekannten 
Satse gleich dem Producte der drei Determinanten der drei Systeme (7.) , (8.) 
nnd (1 •)• Die Determinante von (7.) ist offenbar =^=: i;d(p*— (> -|- q'^— q -|- q^— (f) 
= 3/i(p'— (>); die von (8.) ist =^'— (>, nnd die von (1.) ist =ii; folg- 
lich ist die des Systems (/S.)) = — 9p^/, mithin die Determinante des Sy- 
stems (4.), =—9a'^pJ^ weil das System (4.) aus (iS.) entsteht, indem man 
die drei Horizontalreihen des letztem resp. mit QR, PR, PQ multiplicirt. 

Das System (4.) kann man sich aber noch auf eine ganz andere Art 
entstanden vorstellen, nämlich aus Zusammensetzung von (7.), (8.) und 

I a, b, b' 

(9.) { 0, e, & 

I 0, rf, rf' 

Da die Determinante dieses letztem Systems offenbar == a{cd*—c'd) ist, so 
erhält man ffir die des Systems (4.) auch 

= —9ap{cd'—c\d). 
Vergleicht man diesen Ausdrack mit dem vorhin für dieselbe Determinante ge- 
fundenen, so ergiebt sich 

(10.) cd'—&d= aJ. 

Dieser Gleichung genflgen also immer die in den Linearfactoren der neuen 

Form vorkommenden ganzen Zahlen c, c\ d, d*. Ist namentlich J^^i^ so 

hat das umgekehrte System von (1.)'» welches die neuen Variabein durch die 

alten ausdrflckt, ebenfalls ganze Coöfßcienten; denn dieses umgekehrte System 

wird dann 

ß^y^^ßY, ay- a'/S a'/S"- a''ß' \ 

ß'Y —ßf'^ a f— a'V I of'ß — a /5" 

ßY'-ß'Y. a'r-ay\ aß' -a'ß 

durch welches man rückwärts die Form F in die Form ^ tranaformiren kann. 

In diesem FaUe nennen wir die beiden Formen 4» und F a0quhalent, und 

man hat dann blofs 

(11 ) cd'-c'd = a. 

IL Wenn man alle in (L) entwickelten Eigenschaften deijenigen For- 
men znsammenfafst, welche der Form ^ aequivalent sind, und Uofe davon 
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abstrahirt, dafs diese Formen aus durch eine Substitution (1.) herror- 
gingen, gelangt man zu folgender Definition derjenigen Formen, welche wir 
assocürte Fortnen der Form * nennen. 

Definition. 
yjJede homogene ganze Function dritten Grades mit drm Varia- 
heln u, V, w und reellen ganzen Coifficienten ohne gemeinschaftlichen 
Theiler, welche Jüe Form 
a^-\-^hu'v^U'u'wyikuv^'\^ik'uvw\'^^^ 

hatj und welche, wenn man sie mit dem Quadrate ihres ersten CoeffUnen" 
ten a^ multiplicirt, sich als ein Product von drei correspondirenden Li- 
nearfactoren darstellen Idfst, wie 

au^[b^{c^dQ) i{ppd'\'{c-\'dif') y(W^2)}t^+{*'+(^'+rf'P) yCWiHC^rrfV) \^PP2M^ 
au\{h-\-{C'\^dif)Q\{pp,)^{c-^d^^^^^^^^ 

m welchetn a, b, c, d, b', &, d' reelle ganze Zahlen sind, die der Be- 

^^"^ (11.) cd'-c'd=a 

genügen, heifsf eine der Form * assocürte Form.'' 

„Je zwei homogene Functionen dritten Grades mit 3 Variabein 
und ganzen Coefficienten heifsen aequivalent, wenn man von der einen 
zur andern vermittelst einer Substitution (1.) übergehen kann, deren De-- 
termitumte J der Einheit = -f 1 gleich ist. Diese Beziehung ist imtner 
eine gegenseitigeJ" 

Man bemerke, dafs dasjenige lineare System, welches die Linearfacto- 
ren einer associirten Form in die Variabein der Form ausdrückt, aus den drei 
folgenden Systemen zusammengesetzt betrachtet werden kann: 



1, 1?, & 

1, p'jy, ifd^ 






1, 0, j la, *, b^ 

0, 1, p > und ( 0, c, & 
0, 1, Q-S I 0, d, d' 

3 S 

WO wir wieder der Kürze halber '\'{pp^='-ri^ yXpp.^)^^^ gesetzt haben, und 
wo immer fi&=ip vorausgesetzt wird. Die Determinante des dritten Systems ist 

= a(cd' — c'd) -=- a\ 
Jede der Form ^ assocürte Form 

läfsl sich auf die Form 
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bringen, wo 

r = ft| et] +/^, r' = *'+ e'y ^r», 

ist, während &; c, dy b\ c', d' ganze Zahlen sind und die Gleichung cd'—&d 
==a erfällt ist. Entwickelt man den Ausdruck des Products f flr jP in der 
zweiten Form und vergleicht diese Entwicklung init der ersten Form, so zeigt 
sich, dafs die sieben folgenden Congruenzen 

b^=pef (moLa), Ibb'^-p^ef-ire'f), b'^ = pe'f' (mod-a); 
b^'{pPie''Vpp2r—ipbef={)(moA.fe^, 
(12.) ( bH''\^pp,eU'^pp^pf=p{bef'i^be'f^Vef)(moA.a^^, 
bb'^J^pp.ee^'-^ppjr' = p{be'r^b'ef\^b'e*f) (mod.aO, 

b^^-pPie'^^-pp^r — ^pb'e'r = (mod.€iO 
erfallt sind. 

Entwickelt man das Product der drei Factoren 

(13.) {au^X'v-\-X''w]{aU'\-fi'v^ti''u>]{au^v'V'\'V''w] 
und ordnet die Entwicklung nach Potenzen und Producten der Variabeln, so 
ist a^ gemeinschaftlicher Theiler aller CoefGcienten, aber zugleich ihr gröfster 
gemeinschaftlicher Theiler; denn sonst hfttten auch die Coöfficienten der Form 
F mnen gemeinschaftlichen Theiler; gegen die Voraussetzung. 

Die sieben Congruenzen (12.), zusammen mit der Gleichung cd'—&d 
= a, welche mit ef — ^'^= (p^— (>)a gleichbedeutend ist, enthalten dasCha- 
racteristische der associirten Formen. Letztere Gleichung läfst sich auch so aus- 
sprechen, dafs die Determinante desjenigen linearen Systems, welches sich aus den 
9 Co£fficienten der drei linearen Factoren von a^f^ bilden läfst, = — 9/ia^ ist. 

Wenn irgend zwei (ernäre cubische Formen aequiyalent sind, so ist 
der gröfste gemeinschaftliche Theiler der CoöfGcienten der einen gleich dem 
gröfsten gemeinschaftlichen Theiler der Codfficienten der andern. Denn da die 
beiden Formen aequivalent sind, so hat man ein lineares System (1.), wel* 
ches die erste in die zweite, und ein umgekehrtes, weiches die zweite in die 
erste transformirt; und da von der andern Seile bei jeder Transformation die 
Coefficienten der neuen Form als lineare homogene Fimctionen der CoefTicienten 
der alten Form dargestellt werden können, folglich jeder gemeinschaftliche 
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Theiler, welchen diese hat, auch in jenen enthalten sein mnls, so wird 
noth wendig bei zwei aeqoivalenten Formen jeder gemeinschaftliche Theiler 
der Coef&cienten irgend einer von beiden auch ein gemeinschaftlicher Theiler 
der Coef&cienten der andern sein, Haben daher die CoSfBcienten der einen 
von beiden hemen gemeinschaftlichen Theiler, so findet Dasselbe anch fflr die 
andere Statt 

Die CoSfficienten der Form ^ haben keinen gemeinschafOichen Theiler : 
folglich gilt dasselbe auch ffir jede der Form ^ aequivalente Form. Hieraus 
und aus dem im Anfange dieses Paragraphen Gesagten folgt, dafa die Farm ^ 
sich selbst assodirl und dafs jede der Form ^ aequivalente Farm eine 
assodirte Form ist; aber es kann aufser diesen auch noch andere assodirte 
Fjormen geben. 

Lehrsatz 5. 

jiWenn von zwei aequivalenten temären cubiseAen Formen die 
if erste der Farm 4> aesocHrt ist, so ist auch die zweite eine omo- 
fyCÜrte Form.'' 

Beweis. Es sei jP eine associirte Form, welche durch die Substitu- 
tion (1.), deren Determinante J=l vorausgesetzt wird, in die Form O über- 
geht: es ist zu beweisen, dafs G eine associirte Form ist. Zuerst ist klar, 
dafs die Form G lauter ganze Co££ficienten haben wird; dafs, wie die Sub- 
stitution selbst zeigt, alle diese Coefficienten, mit Ausschlufs derer, welche in 
die Guben der neuen Variabein multiplicirt sind, durch 3 theilbar sein werden, 
und dafs sAmmtliche Coefficienten, wie aus dem vorhin Gesagten erhellet, keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben werden. Es bleibt nur noch zu zeigen, dafs 
G auf die den associirten Formen eigenlhflmliche Form gebracht werden kann. 

Da F durch die Substitution (1.) in G Obergeht, so geht ifF, wenn a 
den ersten Coefficienten von F vorstellt, durch dieselbe Substitution in a^G 
über; aber a'^F ist nach der Voraussetzung gleich dem Frodncte dreier cor- 
respondirenden Factoren wie die in (13.): sehen wir, wie diese drei linearen 
Factoren sich bei der Substitution (1.) verhalten. Die drei Factoren gehen 
durch die erwähnte Substitution offenbar in ebenso viele neue linefire Aus- 
drücke mit den neuen Variabein der Form G über; diese letzteren Ausdrücke 
besitzen aber nicht mehr die Eigenschaft derer in (13.), dafs die CogfBdenten 
des ersten Variabein ganze Zahlen sind, sondern in ihnen sind sfimmtliche neun 
CoSfficienten von derselben Form, wie die Ausdrücke V^ fi% v'. Bezdchnet 
man resp. durch i^^ fn^ v die ersten Coöffidenten, d. h. die Cööfficiented des 
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ersten neuen Yariabeh, in diesen drei neuen lineAren Ansdrflcken, so ist das 
Prodnct Ifiy offenbar nichts anders, als der erste CoSfiBcient der Form £> 
wdchen wir mit a^ beseichnen, mnItipKcirt mit a% so dafis man also Ifiv 
=:^a^ai setsen kann. Multiplicirt man Jetzt den ersten der drei neuen cor- 
respondirenden Ausdrflcke mit fiv^ den zweiten mit ly^ den dritten mit l^^ 
so erhält man ein drittes System von lineAren Ausdrflcken; diese werden 
wieder dieselbe Eigenschaft haben, wie die linearen Ausdrflcke in (IS.), dafs 
die Codffidenten der ersten Variabel ganze Zahlen sind. In der That: in 
allen dreien ist der Co£fficient der ersten Variabel sso^iii, weil Xfiy^=za^ai 
ist; und flberhaupt vrird dieses dritte System genau von derselben Form sein, 
wie das in (13.). Dieses dritte System sei daher 

wo gesetzt sein mag; 

Das Froducl dieser drei Factoren in (14.) ist =^Vfi^v^a^G=z€fäiG, fol^ch 
hat man 

Es sind Jetzt zwei Behauptungen zu beweisen: erstlich, dafs 

*i £l ^i *i £i ffii 
a*' a*' a*' a*^ a»' a« 

ganze Zahlen sind, und zweitens, dafs 

ist. Man sieht, dafii, aobald diese beiden Behauptungen bewiesen sein werden, 
die Richtigkeit des Satzes aufser Zweifel gestellt sein wird. Wir beginnen 
mit dem Beweise der zweiten Behauptung. 

Dieselbe verlangt nichts anders zu beweisen, als dafs die Determinante 
des linearen Systems 

CnrUe^f Journal f. d. M. Bd. XXVin. H«ft 4. 41 
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^ f^\ — (S) 



= — 9>iai ist. Diese Determinante des Systems (S.)^ deren Werlh wir 
snchen und welche fär den Augenblick durch D bezeichnet wetden mag, ist 

offenbar =~|rmal die Determinante desjenigen Systems^ welches aus den 

9 Coef&cienten der drei correspondirenden Ausdrflcke (14.) gebildet werden 
kann. Diese letztere Determinante ist ihrerseits gleich l'^/tt^v'^ mal die Deter- 
minante desjenigen Systems, in welches die drei correspondirenden Factoren 
von ä^F durch die Substitution (1.) übergehen: eines Systems, welches folglich 
aus den beiden Systemen 

< a, y', v'' * 
und (1.) zusammengesetzt isL Da nun die Determinante von (1.) == 1 und 
die von (T.) nach der Voraussetzung = — 9;9a^ ist, so erhftlt man 

D=^.3L'fiW\(—9pä'). Aber Vfi^v'^a^a^^ folglich D=—9pa?; was 

zu beweisen war. 

Um die erste Behauptung zu beweisen, entwickle ich das Product der 
drei Factoren (14.)) von welchem Product, da es ^^a^a^G ist, nach Poten- 
zen und Producten derVariabeln u, )), n> geordnet, alle Coöfßcienten , selbst 
abgesehen von den numerischen Multiplieatoren 3, durch aPaf theilbar sein w^er- 
den. Betrachtet man in der Entwicklung dieses Products namentlich die CoSf* 
ficienten von n^\>, uvl^ und t>\ so zeigt sich, dafs die folgenden drei Con* 

gruenzen : 

6, == (mod. a^), b^ ^ peifi (mod. o*), 

bl-^-pp.el^pp.fi — ^pb.e.f, = (mod. o^) 
Statt finden, von denen die erste schon zeigt, dafo 6| durch a^ theilbar ist. Ver- 
möge der ersten and zweiten nimmt die dritte Congruenz die einfachere Gestalt 
(15.) PPi^^PPtfl = (mod.ii®) an. 
Ich behaupte, dafs die complexen Zahlen «i und fi beide durch a^ 
theilbar sind. In der That: es sei co irgend ein complexer Primfactor 
von a\ und co" die hpchste in a^ aufgehende Potenz von co. Wäre nun z. B. 
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«1 nicht darch w", sondern nur durch eine niedrigere Potenz von co theilbar, 
so mfifste der Exponent der höchsten in ei aufgehenden Potenz von oi wenig* 
stens um 3 Einheiten kleiner sein ab 3fi^. also mfifste ffir ppie^ dieser Ex- 
ponent wenigstens um eine Einheit kleiner sein als 3n, folglich mfifste wegen 
der Congruenz(15«)9 welche auch nach dem Modul w^" Statt findet, auch der 
höchste Exponent von cd ffir pp^fi wenigstens um I kleiner sein als 3it; und 
um so mehr gilt dies also von fi ^). Da also der höchste Exponent von (o in e^ 
sowohl als in f[ kleiner als n wftre, so mfifste er im Producte e^f^ wenigstens 
um 2, also in pe^f^ wenigstens um eine Einheit unter in liegen **)• Dies 
letztere widerstreitet aber der Congruenz pe^fi^O (mod. a*), welche aus 
den beiden ersten der oben aufgestellten Congruenzen folgt. Mithin ist die obige 
Annahme falsch , und es ist in der Thal e^ durch co" theilbar ; folglich ist» da 
dieses Raisonnement für jeden complexen Primfactor von a^ gilt, auch e^ durch n* 
theilbar. Aber e^=^ Ci'\-di(f^ und a^ ist reell, folglich sind auch c, und di 
durch a^ theilbar. Untersucht man statt der CoefGcienten von u^t), ut)% D^ die 
von u^m, \\tt>\ n)\ und wendet wörtlich dieselben Schlufsfolgen an, mit dem 
einzigen UnterschiedCi dafs man die Buchstaben ^i , «i , /l accentuirt, so zeigt sich, 
dafs b\ , c'i , ä[ durch ä^ theilbar sind. Der Satz ist also vollstSndig bewiesen. 

Wir bemerken, dafs Alles, was der Lehrsatz behauptet, auch durch 
Rechnung, d. h. durch wirkliche Substitution von (1.) abgeleitet werden kann. 
Da jedoch diese Rechnung sehr mflhsam und weidAufig ist, und Jedes durch 
Rechnung gewonnene Resultat mehr oder weniger dra Schein des Zufälligen 
an sich trägt , so glaubten wir besser zu Ihun , wenn wir den Beweis des 
Satzes blofs auf eine Reihe von Schlfissen grfindeten. 

An den eben bewiesenen Fundamentalsatz, durch welchen erst eine 
Behandlung der associirten Formen möglich wird, schliefsen sich folgende Be- 
trachtungen an. 

Wenn sich anter einer Reihe von beliebig vielen aequioalenten temft- 
ren cubischen Formen eine einzige associirte Form befindet, so sind sie alle 
associirte Formen; und umgekehrt, wenn irgend eine derselben der Form 4^ 
nicht associirt ist, so kann es auch keine derselben sein. 



*) Da pp^ =ip^p^ ist, so kann dieser Factor höchstens das Quadrat von m hin- 
zabringen, nämltch ai*, wenn o» rr p^ ^ m. wenn ta -szp^ und gar kein neues w, wenn cu 
von px sowohl als von p^ verschieden ist. 

**) Der Factor p^PxP% bringt ein einziges neues «» hinzu, wenn s^^Pi oder 
^p^) in andern Fällen bringt dieser Factor gar kein neues oi hinzu. 

41» 



334 M« Ei$en$teiH, Formen dritten Grades mit 5 VariabOH. 

Wenn eine assodirte Form einer zweiten und diese einer dritten aeqni- 
vaient ist, so ist anch die erste der dritten aeqoiyalent. Es gehe die Form F 
dnrcii eine Substitution S, deren Determinante =1 ist, in die Form G ühety 
und es gdie G durcii eine Substitution T, deren Determinante ebenfalb =1 
ist, in die Form H Aber: sodann geht offenbar F in U Ober, durch die aus 
SF und T snsammengesetzte Substitution, welche wir durdi SxT beseidmen; 
die Coefficienten dieser neuen Substitution sind nothwendig ganse Zahl^ weil 
die von ^9 und T als solche vorausgesetst werden, und ihre Determinante 
ist gleich dem Froducte der Determinanten der beiden Substitutionen S und T» 
also = 1 ; folglich sind die beiden Formen F und // in der That aequivalent. 

Wenn in einer Reihe von beliebig yielen associirten Formen jede ihrer 
folgenden aequivalent ist, so ist auch die erste der letzten und jede beliebige 
Form dieser Reihe jeder beliebigen andern derselben Reihe aequivalent. 

Alle der Form 4> associirten Formen können folglidi in Claesen ein- 
geüieilt werden, vrenn man je zwei assodirte Formen in dieselbe oder in ver- 
schiedene Classen aufhimmt, je nachdem sie aequivalent sind, oder nicht. Die 
Form 4» selbst, mit allen ihren aequivalenten Formen, bildet die erste Oasse. 
Sind* nun noch aufserdem assodirte Formen vorhanden, so nehme man irgend 
eine von ihnen; sie bildet mit allen ihr aequivalenten Formen die zweite Qasse. 
Von den dann nodi vorhandenen nehme man wiederum irgend dne nnd ver- 
einige sie mit allen ihr aequivalenten in die dritte Chsse, und so weiter fort, 
bis alle associirten Formen erschöpft sind. Wenli man, nadidem diese Öasd- 
fication ausgeffihrt ist, aus jeder Classe ^ne Form nadi Bdieben herausnimmt, 
so wird dn solches System offenbar die doppelte Eigenschaft haben, dafs 
jede assodirte Form einer, aber audi nur einer von ihnen aequivdent ist. 

III. Wenn man aus einer associirten Form F zwei andere bildet, 
indem man von den drei lineSren Factoren, in wdche dch f^F zeriegen Ulst, 
den zwaten zum ersten (also auch den dritten zum zweiten, den ersten zum 
dritten), oder den dritten zum ersten (also auch den ersten zum zweiten, den 
zweiten zum dritten) macht, so heifsen, F mitgerechnet, diese drei Formen 
correepandirinäe Formen; das Schema fOr correspondirende Formen ist, 
wenn man die drei linefiren Formen von ä^F durch I9 2, 3 bezeichnet, 

Xi 2. 3 

2, 3, 1 

3, 1, 2 
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Obgleich correspondirende Formen in Besiehung auf ihre Codfficienten voll* 
kommen mit einander abereinstimmen, so werden sie doch in der gegenwärtigen 
Theorie als verschiedene Formen angesehen. Damit zwei associirte Formen ak 
identiech betrachtet werden können, ist nöthig, dafs man sich die Prodncte aus 
den Formen in die Quadrate ihrer ersten Cofifficienten auf die Weise in Facto- 
ren zerlegt Yorstellt, dafs der erste Factor mit dem ersten Factor, der zweite 
mit dem zweiten, der dritte mit dem dritten flbereinstimmL In demselben Sinne 
ist Alles zu nehmen, was später aber Transformation der associirten Formen 
gesagt werden wird. Wenn wir z. B. von Transformationen sprechen, welche 
eine associirte Form F in sich selbst flbergehen lassen, so meinen wir immer 
solche, welche, abgesehen von constanten Multiplicatoren, Jeden der drei linefiren 
Factoren in sich selbst verwandeln, während die fibrigen Substitutionen (wenn 
es deren geben sollte) , welche eine Vertauschung der Linearfactoren bewirken, 
nicht sowohl als Transformationen von F in sich selbst, sondern vielmehr als 
Transformationen von F. in eine ihrer correspondirenden Formen betrachtet 
werden. Eben so : wenn die associirte Form F in die Form 6 durch die Sub- 
stitution fi^ flbergeht und wir suchen alle Substitutionen, welche dieselbe Wir^ 
kung hervorbringen, so meinen wir nur solche, welche den zu G gehörigen 
Linearfactoren dieselbe Ordnung bewahren, die sie durch die Substitution S^ 
erhalten haben, während die flbrigen vielmehr als Substitutionen von F in eine 
der O correspondirende Form angesehen werden. Die Wichtigkeit dieser 
Unterscheidung zeigt sich besonders bei der Classification der associirten For- 
men, und ihre Vernachlässigung kann zu grofsen Verwirrungen Anlafs geben. 
Bei den quadratischen Formen ist eine solche Unterscheidung Oberflflssig, weil 
me eine quadratische Form sich selbst in dem Sinne (eigentlich) aequivalent 
sein kann, dafs ihre Linearfactoren bei der Substitution eine Vertausohung 
erlitten (verglidien DiricMet, „Sur les formes quadratiques. $.11. Remarque.'' 
im 34ten Bande dieses Journals), so dafs je zwei Formen, welche durch 
Permutation der beiden Linearfactoren aus einander entstehen, immer in 
verschiedene Classen gehören würden und dafs man also auf nichts anders 
hinauskäme, als jede Classe doppelt zu schreiben; was gar keinen Vor- 
theil gewähren wflrde. Ganz anders verhält es sich hier bei den cubischen 
Formen; für gewisse associirte Formen können die drei correspondirenden 
Formen aequivalent sein, während dies für andere associirte Formen nicht 
der Fall ist; in gewisser Fällen können also drei correspondirende Formen 
in dieselbe Classe gehören, während sie in andern Fällen in drei verschiedene 
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Classen gerechnet werden mflssen. Die Form ^ z. B. befindet sich immer 
in dem ersten Falle, denn sie geht in ihre correspondirenden Formen durch 
die Snbstitalionen resp. 

JO, 0, -ij. JO, -I, 1} 

M), 1, — i' 'n, -1, 07 

über, welche beide die Determinante = -f 1 haben. Wir verbreiten uns über 
diesen Gegenstand ausfahrlich, weil er eine Unterscheidung betriift, die in den 
frähern Gebieten der Zahlentheorie kein Analogen findet und welche für die 
gesammte Theorie der höhern Formen Yon Wichtigkeit ist. Sie ist einfach 
genug; aber die Unterlassung derselben mufs, wie schon bemerkt, zu Ver- 
wirrungen fahren, indem sie Classen von Formen zusammenfallen Isfst, die 
ihrer Natur nach getrennt dastehen. 

Der Einfachheit wegen bleiben von unserer Untersuchung alle diejenigen 
associirten Formen als unei^entÜcAe Farmen ausgeschlossen, in welchei^ die 
Coefficienten von u\ v\ w\ uvw sfimmtlich gerade und wo zugleich in jeder 
der drei bin&ren cubischen Formen, welche man erhält, wenn man nach und 
nach ti = 0, &==(), t£^* = setzt, die beiden mittleren Coefficienten entweder 
beide zugleich gerade, oder beide zugleich ungerade sind; solche uneigentliche 
Formen können fflr alle möglichen Werthe der Variabein nur ausschliefslich 
geraden Zahlen gleich wer.den, während die Obrigen Formen, welche wir 
als eigentlich bezeichnen, sowohl geraden als ungeraden Zahlen gleich werden 
können. Es folgt hieraus, dafs jede einer uneigentlichen Form aequivalente 
Form ebenfalls eine uneigentliche Form sein mufs ; alle uneigentlichen Formen 
sind also in gewissen Classen enthalten, wahrend die übrigen Classen, zu 
denen immer die Classe der Grundform (die Fundamen talclasse) gehört, 
die eigentlichen Formen enthalten. Wir betrachten nur die eigentlichen Formen; 
und wenn wir in der Folge blofs von associirten Formen reden, so meinen 
wir solche, in denen nicht zugleich die Bedingungen erfüllt sind, dafs die 
Coefficienten von ti^ t;^ w^, uvw sfimmtlich gerade und in Jeder der oben 
bezeichneten binären Formen die mittleren Coefficienten beide gerade oder 
beide ungerade sind. Wir empfehlen übrigens Dem, welcher diese Unter- 
suchungen üben will, die Behandlung der uneigentiichen associirten Formen. 
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Von der Darstellung der Zahlen durch associirte Formen. 

§. 6. 

Nachdeni in dem vorigen Paragraph die einfachsten Eigenschaften der 
associirten Formen behandelt worden sind, gehen wir ku der Theorie der 
Darstellung von ganzen Zahlen durch associirte Formen Aber. 

Eine reelle ganze Zahl M heifst durch eine ' associirte Form F dar'^ 
stellbar ^ wenn man ihren Variabein solche reelle ganze Werthe tf ==o, ^=A 
a; = j/ geben kann, dafs für dieselben der Werth der Form =J!f wird. 
Die Darstellung heifst eine eiffenttiche, wenn die Werthe der Variabein a, /?, y 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; im entgegengesetzten Falle eine tm- 
eigentliche. Wenn M durch JF darstellbar ist, so ist auch — M durch F 
darstellbar, und auf eben so viele Arten; denn man braucht den Variabein nur 
entgegengesetzte Werthe — a, — j9, —y zu geben. Wir betrachten zuerst 
die eigentlichen, später die uüeigeutlichen Darstellungen. 

I. Hütfssatz. „Wenn a, /9, y drei gegebene ganze Zahlen ohne ge- 
meinschaftlichen Theiler sind, so kann man immer auf unendlich vie^. Arten 
6 ganze Zahlen a', ß\ y\ a", ß'\ y" finden, von der Art, dafs di^. Deter- 
minante des linearen Systems 

Ia, a', «'^ 
ß, /?', ß-K = fif 
y, y\ f ) 
der positiven Einheit gleich wird.'" 

Wir bezeichnen das eben geschriebene linefire System durch Sf seine 
Determinante 

a{ßy'*—ßY)-\'ß{ay—a'y'')^y{a'ß''—a''ß') 
durch J; dann sind «'etc. so zu bestimmen, dafs^'-= 1 wird. Nach Gaufs 
„Disquisitiones arithm. No. 40/' kann man, ia a, ß, y keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben, drei ganze Zahlen A, B, C so bestimmen, dafs. 
aA'\-ßB-\'yC= 1 wird, und nach Disq. arithm. No. 279. kann man ganze 
Werthe für «', ß' etc. finden, welche den Gleichungen ßy—ß"y'= A, 
a"y'—a'y"=^Bj a^ ß'*—a'' ß' =^C genOgen: folglich kann man in der 
Thal ganze W^rlbe von «*, ß' etc. bestimmen, welche J=^\ machen. Alles 
kommt also nur darauf an, aus einer Lösung des Problems alle möglichen 
abzuleiten. Setzen wir zu dem Ende ein bestimmtes der Systeme <$, in de* 
nen die ersten Co£fBcienteD der drei Horizontalreihen resp. a^ ß, y sind , mit 
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dem SyMeme 



/, 


K, 


L 


i'. 


K, 


V — 


/', 


K", 


L" 



susammen , und sehen welche Bedingung die Cofiffidenten des Systems T er« 
fallen mflssen, damit das aus der Zusammensetzong entstehende System eben-: 
falls resp. a, ß, y sn ersten Coöfficienten seiner drei Horicontahreihen hat. 
Diese Bedingung ist ausgesprochen durch die folgenden drei Gleichungen: 

al\a'l\a''l'=.a, ßl\ß' l\ß" l' ^ß, yi+y' /'+/'' i'' = ^ 
welche fär /, l, l' die vollkommen bestimmten Werthe i= I , i'= 0, 1"=0 
ttefem. Damit aber die Determinante des zusammengesetzten Systems eben- 
{bUb s= 1 wird, ist nöthig, dafs die Determinante des Systems T, nfimlich die 
des Systems 

2= 1 9 also dafs K'L"^ K'V = 1 ist. Wenn man daher nach und nach 
statt K und L alle möglichen ganzen Zahlen und statt K', L\ K'\ L" alle 
ganzen Zahlen setzt , welche der Bedingung 

(3.) K'L''-^K''L' = 1 
genflgen, und mit allen diesen unendlich vielen Systemen T das ursprflng- 
liehe System fif zusammenset;Et, so erhalt man lauter neue Systeme, weldie 
alle der Bedingung genflgen, dafs ihre drei ersten Coöffieienten a, ß, y sind 
und dafs ihre Determinante =1 ist. Umgekehrt behaupte ich, dafs man auf 
diese Weise alle Systeme erh&lt, welche den beiden eben erwflhnten Bedin* 
gungen genOgen; und keines derselben doppelt. Um diese Behauptung zu er- 
weisen, ist nur nöthig, zu zeigen, dafs man, wenn S' irgend ein zweites 
von iS^ verschiedenes System bezeichnet, dessen erste Coifficienten (und wir 
verstehen darunter immer die drei Coifficienten der ersten Verticalreihe) a, ß^ y 
sind, und dessen Determinante =1 ist, immer ein System von der Form 
T (2.) und nur ein einziges aufstellen kann, welches mit iS^ zusammengesetzt 
das System S* hervorbringt. Bildet man das umgekehrte System des Systems Sy 
welches nicht unpassend durch -^ bezeichnet werden kann, so wird dieses 
System ganze Co£fficienten und die Einheit zur Determinante haben, w^ die 
Determinante von iS> der Einheit gleich ist; dieses letztere System mit 8' zu- 
sammengesetzt giebt ein drittes System, ebenfalls mit ganzen Coöfficienten und 
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der Determinante = 1 , welches durch -g X S' bezeichnet sein wird. Das 
System S, mit diesem dritten Systeme zusammengesetzt, bringt das System S' 
hervor. In der That ist 

iS X (4 X «') = « X -r X «' = j 0, l, [ X S' = S'. 

Aber es giebt auch nur dies einzige System, mit welchem «S^ zusammengesetzt 
S' hervorbringt; denn es seiX irgend ein noch unbekanntes System, welches 
der Bedingung SxX=S' genügt: setzt man ^ mit beiden Seiten dieser 

Gleichung zusammen und bemerkt, dafs -g X Sx X=z X isl^ so erhält mau 

X= ^ X S\ Es bleibt also nur noch zu zeigen , dafs das l§ystem -i X Ä' 

1 (^' ^' '') 

in der Form (2.) enthalten ist. Es sei dieses System ^ X Ä'= J/', K\ L' > ; 

da ^ mit dem eben geschriebenen Systeme zusammengesetzt S' hervorbringL 
also ein System, dessen erste Coef&cienten ^, ß, y sind, so folgt, wie 
oben, /=1, P == 0, i" = 0; und da die Determinante des Systems 
^XS' der Einheit gleich ist, so hat man nothwendig JC'X''—if ''!/'= 1. 
Unsere Behauptung ist also jetzt vollständig erwiesen. 

Da das System (2.) seinerseits in die beiden Systeme 



l, 0, j jl, K, L\ 
0, K\ JLM x^O, J, l 
0, iL", L" I ( 0, 0, 1 3 



zerlegt werden kann, so können wir das Resultat der Untersuchung in foU 
gendem Salze aussprechen: 

„Es giebt immer unendlich viele lineare Systeme dritter Ordnung, d. h 
mit drei Variabein und ganzen Coefficienten, deren drei erste Coöflicienten 
a, ßy y sind und deren Determinante =1 ist; und bezeichnet man durch S* 
irgend eines derselben , so erhfilt man sie alle nach der Reihe, wenn man das 
System >S> mit den beiden Systemen 

{li 0, \ M, m, n\ 
0, 9, />X ]0, 1, o[ 
0, V', Ol 7 'O, 0, 1 7 
zusammensetzt, in welchen if , x> H' > ^ ^^ ganzen Zahlen, die der 

CrelJe's JoDroal f. d. M. Bd. XXVUl. Heft 4. 42 
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Gleichung ^tt>— /y/= 1 genügen , und m, n alle möglichen ganzen Zahlen 
vorstellen/' 

IL Aufgabe. ,,Wenn a eine gegebene ganze Zahl ist: alle ganzen 
Zahlen c^ &, d, d^ zu finden, welche der Bedingung cd' — c'd^=a genägen.^' 

Die Aufgabe kommt darauf hinaus, alle linearen Systeme zweiter Ord- 
nung I ' S zu finden, deren CoöfGcienten ganz sind und deren Determinante 

= ü ist. Es ist leicht, die Existenz solcher Systeme einzusehen; denn 
man braucht nur c, c' ganz beliebig anzunehmen, doch so, dafs ihr gröfster 
gemeinschaftlicher Theiler in a aufgeht, und kann dann immer d, d' auf un- 
endlich viele Arten dazu bestimmen. Wenn man eines dieser Systeme < .^ . > 
mit allen möglichen Systemen | > zusammensetzt, deren Determinante 

(pü) — x^=^l ist, so erhält man unendlich viele Systeme, deren Determinante 
=^a ist; alle auf diese Weise entstehenden Systeme } ^ | bezeichnen wir 

als eine Gruppe von Systemen. Alle Systeme einer Gruppe sind folglich in 

den Formeln 

C = cip-^c'xp^ O = cx-^-c'w^ 

D = rfy-f rf>, D' = dx-^-d'a, 

enthalten. Es sei / der gröfste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen c und c', 

so dafs, wegen der Gleichung cd' — c*d=a9 t ein Factor von a sein wird; es sei 

a=^tt\ Da -r- ^ 7^ relative Primzahlen sind, so hat die Gleichung 7 9 + T ^""^ * ' 

d. h. die Gleichung C=t, unendlich viele Auflösungen (p und ip; wird eine 
dieser Auflösungen durch ^,„ xp.l bezeichnet, so ist die allgemeine Auflösung 
der Gleichung C=^t: 

Soll nun nachC=:0 sein, so mufs man, damit die Gleichung ipuf — xy= I 
erfallt werde, nojh wendig x= — r^ ui=:— setzen. Die eben geschriebe- 
nen Werthe von (p und ip, in den Ausdruck für D gesetzt, geben 

woraus man sieht, dafs immer ein, aber auch nur ein Werth von k, also immer 
ein, aber auch nur ein System (p\ ip existirt, fflr welches D der ßedingnng 
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genagt Die Werthe von x ^^^ ^ io ^^^ Ausdrock fOr D' gesetst, geben 

"^ ~ t ~ ^ — I. 
Hieraus ergiebt sieb, dafs immer ein System, aber nur ein System |^' ^> 

existirt, mit welchem | ' > zasammengesetfl ein System von der Form 

hervorbringt, im welchem / der gröfste gemeinschafUiche Theiler von c and c^ 
t =^Y ™^ ^ ®^^^ ganze Zahl aus der Rttbe 

0, 1, 2, 3, f—i 

ist. Jede Gruppe enthält also ein System von dieser Form (5.) 9 welches 
dazu dienen kann, die ganze Gruppe zu characterisiren ; und bedenkt man, 

dafs irgend ein System von der Form | ^^ M, mit allen Systemen dieser Form 

zusammengesetzt, wiederum alle Systeme dieser Form hervorbringt, so sieht 
man, dafs die Formel 

alle Systeme derjenigen Gruppe ausdrückt, in weldier das System (5.) ent- 
halten ist. 

Von der andern Seite sieht man, dafs alle Systeme, welche (5.) ent- 
hält, wenn man nach und nach statt / alle Factoren der Zahl a, t' == —^ und 
zu jedem Werthe von / nach und nach fär f aUe Glieder der Reihe 0<, 1, 

2, 3, /'— 1 einfahrt, der Bedingung gmifigen, dafs ihre Determinante 

s:s=a wird; denn diese Determinante ist = tt — O.i =^ a. Jedem dieser 
Systeme (5.) entspricht also wirklich eine Gruppe von Systemen ; so dafs die 
Anzahl der Gruppen von Systemen, deren Determinante = a ist, gleich ist 
der Anzahl der Systeme (5.), und dafs man alle Gruppen von Systemen er- 
hAlt, wenn man in die Formel (6.) statt l alle Factoren von a und zu jedem 

Factor ffir | alle Zahlen der Reihe U, t, 2, 3, f—l einfahrt. Es 

folgt hieraus, dafs die Anzahl der Gruppen gleich ist der Symme der Facto-- 
ren der Zahl a; nAmUch ^s=iJEt\ Die in (5.) enthaltenen JSf Systeme heifsen 
reducirte Systeme mit der Determinante a. 

42» 



332 94m Eisensieiny Formet^ driiien Grades mit 5 Variabein. 

e Nach diesen vorbereitenden Untersuchungen kommen wir zur Darstel- 

lung der Zahlen. 

III. Es sei a eine reelle positive ganze Zahl, welche durch die asso- 
ciirte Form G darstellbar ist, wenn man den Variabein die Werthe resp. a, 
ß, y giebt, welche ohne gemeinschaftlichen Theiler vorausgesetzt werden. Wfthlt 
man 6 ganze Zahlen a', ß\ y', a", ß"^ y", welche der Bedingung genügen, 
dafs die Determinante des Systems (1.) =1 wird, und wendet auf die Form 
G die Substitution (1.) an, so erhfilt man eine neue, der G aequivalente Form F; 
der erste Coefficient dieser neuen Form wird = u sein ; denn dieser erste 
Coefficient ist nichts anders als der Werth der Form G, wenn man statt der 
Variabein resp. a, ß, y substituirt. Da man nach dem Obigen a', ß' etc. auf 
unendlich viele Arten bestimmen kann, so wollen wir sehen, w eiche Beziehung 
alle die unendlich vielen neuen Formen unter einander haben, in welche G 

a 

durch Anwendung aller der Substitutionen übergeht, deren erste Verticalreihe ß 

7 
und deren Determinante = 1 ist Da alle Substitutionen dieser Art aus irgend 

einer von ihnen gefunden werden, wenn man diese letztere mit allen mög- 
lichen in der Formel (4.) enthaltenen Substitutionen zusammensetzt, so wer- 
den auch alle neuen Formen, deren Inbegriff wir durch ($) bezeichnen, ans 
einer derselben F hervorgehen, wenn man auf diese nach der Reihe alle 
Substitutionen (4.) anwendtU. Da die Substitution (4.) eine zusammengesetzte 
ist, so wollen wir die beiden Substitutionen, in welche sie zerlegt werden 
kann, nach einander anwenden; also erst die Substitution 

(7.) r = yr,-fxtri, u> = V'«^i + »«^i^ 
in welcher 901 — jry;=l ist, und dann die Substitution 

(8.) u = 11, -f»irt-f»«^i^ 
in welcher m und n alle möglichen ganzen Zahlen vorstellen. Es sei, da F 
eine associirte Form ist und den ersten CoifGcienten a hat: 

a'^F = {au-}'kV'\'Vw)(aU''j-/uv-\-/i'w){au-\-yC'{'r'w)^ 

V = 6-f.(c-frfp)(ii? +(c+rfp^V^^, .a'=6'-[-(c'+rf p)pi, -f (c'+i/V)()^^^, 

v = ft+(c + rfp)p'i?+(c+rfp^)p^, v'=6'+(c'+rf'p)p^i?+(c^+rfV)p^, 

wo bf c, d, b', c', d' ganze Zahlen sind und cd' — c' d=z a ist Es gebe 

F durch die Substitution (7.) in F^, und F, durch die Substitution (8.) in 

die associirte Form F^ Ober: dann werden a^F, a^F, genau dieselbe Form 



emen 
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haben, wie a^F, indem nur andere ganze Wertbe an die Stelle von b, c, d, 
b\ &, d' treten. In Beziehung auf a^F^ gehen diese ganzen Zahlen b, c, etc. 
resp. in 

b^ = b(p4-b'y/j Cy=^cip'\'&^, di^^dtp-Yd^xp, 

Aber. Betrachtet man die Werthe. von C|, c\^ df|, d{ näher, so sieht man, 
dafs das System | ' ^ ' t als zusamniengesetzt aus den beiden Syst 

betrachtet werden kann; und da cd' — c'd = a ist, so erhellet aus dem 
oben aber die Gruppen von Systemen mit der Determinante a Gesagten , dafs 
sich unter allen den Substitutionen (7.) eine, aber auch nur eine befindet, 
fflr welche 

ist, wo tt =^a und S eine Zahl aus der Reihe U, 1, 2, 3, ... . t'—l ist. 
Wählen wir unter allen Substitutionen (7.) gerade diese bestimmte aus und 
wenden sie auf die Form F an^ so haben in der Form Fi die Zahlen c,, c\^ 
all d[ genau die eben geschriebenen Werthe. 

Die Substitution (8.) , zu welcher wir jetzt Obergehen, auf die Form f\ 
angewandt, welche sie in jP, transformirt, Ififst offenbar C| , e\ , d^ und d[ un- 
verändert, so dafs 

c, = £:, = /, c;=c; = o, rf,=rf^=f, d\=^d[^tf 

ist, während 6|, b\ resp. in 

(qj.) 6, ^b^-{m Q, b\ = ä; 4- iifl 
abergehen. In diesen letztem Formeln giebt es einen Werth von m, und nur 
einen, ffir welchen ^ 6^ <C ^y und ebenso einen, und nur einen Werth von i^ 
für welchen Q'^b\<Z^a ist: folglich giebt es eine, und nur eine Substitution 
unter den unendlich vielen (8.), welche F^ in eine Form Obergehen läfst, in 
der die beiden eben geschriebenen Bedingungen erfüllt sind. 

Ans dieser Discussion folgt, dafs unter der Gesammtheit der Formen ($•) 
immer eine, und nur eine gefunden werden kann , fflr welche man gleichzeitig 
(9.) 0^b<Ca, c = t, 0^rf<r, 0^6'<fl, c' = 0, d' = f 
hat. Jede associirte Form, deren erster Cofiffident a ist, und fftr welche die 
eben geschriebenen 6 Bedingungen erfOllt sind, während tt' irgend eine Zer- 
legung der Zahl a in das Product zweier (reellen) Factoren vorstellt, heifst 
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eine reducirte Form mit dmn ersten Coefficienten üp oder eine zu a §e^ 
hörige reducirte Farm. 

Unter der Gesammlheit der Formen (^.) befindet sich folglich imner 
eine reducirte Form, und nur eine. 

Das eben gefundene Resultat iäfst sich auch so aussprechen : dafs unter 
Voraussetzung einer eigentlichen Darstellung a, ßy y der Zahl a durch 
die Form O immer eine und nur eine zu a gehörige reducirte Form auf^ 
gestellt werden könne, welche der Form G aequivalent ist, und in welche 
G durch eine Substitution übergeht, deren drei erste Coefficienten resp. 
a, ß, Y ^i^d. 

Umgekehrt: wenn die Form G irgend einer zu a gehörigen redU'^ 
cirten Form R aequivalent ist, so liefert Jede Transformation, welche G 
in R übergehen läfst, eine Darstellung der Zahl a durch die Form G^ 
indem man die Variabein der Form G den drei ersten Coefficienten dieser 
Transformation resp. gleich setzt f und alle Darstellungen, welche man 
auf diese Weise aus Substitutionen von G in Riableiteti kann^ shtä 
verschieden. 

In der That: wenn z. B. G durch die Substitution (i.) in A fibergeht, 
so äberzengt man sich durch die Transformation, dafs der erste Codfficient 
von R genau demjenigen VVerthe gleich wird, welchen ff annimmt, wenn man 
für ihre Variabein die Werthe resp. a, /?, y setzt; der erste Coöfficient von 
R ist aber nach der Voraussetzung =a, folglich liefern a, /9, y, d. h. die 
drei ersten Coefficienten der Substitution wirklich eine Darstellung der Zahl a 
durch die Form G. Ware es ferner möglich, dafs sich unter den Dar- 
stellungen, welche man auf diese Weise aus den verschiedenen Transforma- 
tionen von G in R ableiten kann, zwei identische befänden, so mflfste es 
zwei verschiedene Systeme geben, in denen die drei ersten Coefficienten des 
einen resp. den drei ersten Coefficienten des andern gleich sind, und weldie 
beide die Form G in die Form R übergehen lassen. Dies widerstreitet aber 
dem oben Bewiesenen, nach welchem unter den unendlich vielen, in der Zu- 
sammensetzung der Systeme (7.), (8.) enthaltenen Systemen nur ein einziges 
existirt, durch welches man zu einer reducirten Form gelangen kann. Da 
a^ ß^ Y keinen gemeinschafUicüen Theiler haben können, weil sonst die De- 
terminante der Transformationssysteme nicht der Einheit gleich sein könnte, so 
sind alle so gefundenen Darstellungen eigentliche. 
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Alle Darsteilnngeii) welche man auf diese Weise ans einer bestimmten, 
der Form G aeqiiivalenten reducirten Form R ableiten kann^ indem man alle 
Substitutionen von G in R aufsuche bilden mne Gruppe zu der reducirten 
F&rm R gehöriger Darstellungen. 

Pfach dem bisher Erörterten läfst sich folgende allgemeine Regel znr 
Auffindung aller eigentlichen Darstellungen einer gegebenen positiven Zahl a 
durch eine vorgelegte associirte Form G aufstellen. 

,,Män suche alle reducirten Formen mit dem ersten CoSfficienten a» welche 
,,der Form G aequivalent sind; dieselben seien 

Ä, R\ Ä", .... 
,,Man bestimme alle möglichen Transformationen von G in R; die drei 
,, ersten Cofifficienlen jeder dieser Transformationen (die erste Vertical- 
,, reihe) liefern eine Darstellung von a durch G. Mau bestimme darauf 
,,alle möglichen Transformationen von G in R'f die drei ersten Co£ffi- 
.,cienten jeder dieser Transformationen liefern eine Darstellung; und so 
,, weiter fort, bis man alle der G aequivalenten reducirten Formen er- 
„ schöpft hat; andere eigentliche Darstellungen, als die so gefundenen, 
„kann es nicht geben.'' 

Alle diese Darstellungen sind verschieden; denn fär Darstellungen derselben 
Gruppe ist dies schon bewiesen; und Darstellungen ver^^chiedener Gruppen 
können eben so wenig identisch sein, weil es sonst zwei Substitutionen mit 
denselben drei ersten Coefficienten gäbe, durch welche G in zwei verschiedene 
redudrte Formen überginge; was dem oben Bewiesenen widerstreitet. 

Die Darstellung der Zahlen hängt von der Auffindung der reducirten 
Formen und von der Transformation der Formen ab. Diese beiden Gegenstände 
werden wir in den beiden folgenden Paragraphen behandeiu. 

§. 7. 
L „Durch Jede gegebene associirte Form können immer Zahlen dar- 
gestellt werden, welche zu einer beliebig gegebenen Zahl K relative Prim- 
zahlen sind.' 

Beweisen wir zuerst, dafs man in jeder binären cabischen Form 

den Variabein or^ y solche reelle ganze Werthe geben kann, dafs der Werth 
der Form durch eine gegebene Primzahl y nicht theilbar wird : vorausgesetzt, 
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dafs A;^ 3/9 3m, n nicht alle vier durch ^ theilbar und dafs nichl zugleich 
k und n gerade, / und m un^^erade sind, wenn y = 2 genommen wird. 

Für 9=2 ist entweder einer der äufsersten Coefficienten z. B. k un- 
gerade; dann nehme man j?=l, y = U: oder beide aufsere Coefficienten k 
und n sind gerade; in diesem Falle ist nothwendig eine der beiden Zahlen / 
und tn gerade, die andern sind ungerade; abo nehme man x=l, y= !• 

Ffir 9 = 3 können k und n nicht beide durch 3 theilbar sein. Ist k 
durch 3 theilbar, so nehme man 2? = 0, y=l: ist n durch 3 theilbar, so 
nehme man x= 1, >*=(); und sind k und n beide nicht durch 3 theilbar, 
so passen beide Systeme. ^ 

FQr q>^ ist entweder einer (oder auch beide) der beiden äufsem 
Coefficienten z. B. k nicht durch q theilbar; dann nehme man J7= I, x^=0, 
und der Werth der Form wird nicht durch q theilbar sein: oder k und n sind 
beide durch q theilbar; in diesem zweiten Falle können / und 7/1 nicht beide 
durch q theilbar sein. Es sei / z. B. nicht durch q theilbar, m mag tlbrigens 
durch q theilbar sein, oder nicht. Da das erste und vierte Glied der Form 
ffir jeden Werth der Variabein durch q theilbar ist, so kommt AUes darauf 
an, die Variabein so zu bestimmen, dafs das Product der drei Factoren 

niclit ^0 (mod.fr) wird. Da / nicht durch q theilbar ist, so giebt es unter 
den 9^ Systemen., welche man erhsit, wenn man x und y beide alle Werthe 
der Reihe 

0, I, 2, 3, . . . . y— I 
durchlaufen lAfst. nur y Systeme, fflr welche der Ausdruck lx'\-my durch q 
theilbar wird; denn ffir jedes gegebene y genflgt der Congruenz /ar-f my^O 
(mod. 9) nur ein einziges x; unter den q'^ Systemen giebt es also q^'—q 
solche, fär welche lx'\'my nicht durch q theilbar ist. Von der andern Seite 
befinden sich unter den q^ Systemen tiberhaupt nur '2q — 1 Systeme, fflr welche 
einer der beiden Variabein, oder beide ^0 (mod. ^) sind: aber q^^Zq, 
folglich um so mehr f^ — f^'^q — I; mithin bleiben immer noch Systeme 
fibrig, für welche alle drei Factoren x, y, lx'\-my, also ihr Product nicht 
durch q theilbar sind. 

Es sei jetzt P eine gegebene associirte Form und ihre Variabein u, v, w 
seien so zu bestimmen, dafs F nicht durch die Primzahl q theilbar wird. 
Aus der Form F kann man drei binäre cubiscbe Formen mit den Variabein 
resp. V, w; u^ w; u, v bilden, wenn man nach und nach erst m = 0, dann 
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r =0, dann tr=0 setzt. Es sind swei Fälle möglich: entweder sind wenigstens 
in einer dieser drei binären Formen nicht alle vier CoSfficienten durch q theil- 
bar, oder in allen dreien sind sämmtliche Co£fficienten durch q theilbar; in diesem 
zweiten Falle ist nothwendig der Co£fficient von uvw nicht durch q theilbar, denn 
sonst wflrden alle 10 Cofifßcienten der associirten Form den gemeinschaftlichen 
Theiler q haben; also braucht man nur ti=r=tr=1 zu nehmen und es ist dann 
F^ dem Codfficienten von uvw (mod. q') , also nicht durch q theilbar; wie ver- 
langt wird. In dem ersten Falle nehme man diejem'ge von den drei binären For- 
men, oder eine von denjenigen, für welche nicht alle vier CoSfficienten durch q 
theilbar sind und bestinune nach dem Obigen die Werthe ihrer beiden Variabeln 
dergestalt, dafs der Werth der binären Form nicht durch q theilbar wird; die 
dritte Variable der associirten Form setze man =0, so wird der Werth der 
ganzen associirten Form dem der binären Form gleich, also ebenfalls nicht 
durch q theilbar sein. Fflr den Fall 9 = 2 ist namentlich zu bemerken, dafs 
unter den drei binären Formen immer nothwendig Wenigstens eine ist, in 
welcher nicht zugleich beide äufsem Co^fficienten gerade und beide mittlem 
Coefficienten ungerade sind , weil sonst die associirte Form F eine tindgmU^ 
liehe wäre, welche von den Untersuchungen ausgeschlossen wurde; also kann 
man auch ffir diesen speciellen Fall 7=2 wenigstens eine der drei binären 
Formen durch q nicht- theilbar, nämlich ungerade machen. 

Setzt man nun Ä'==y''^"'y''""...., wo q, q\ q'\\... verschiedene 
Primzahlen sind, und bezeichnet durch a, ß, y; a\ ß', y'; a", ß", y''; etc. etc. 
Systeme von Werthen von ti, r, tr, fflr welche resp. F nicht durch y, F 
nicht durch q', F nicht durch q'' theilbar ist, u. s. w., so darf man nur zu 
gleicher Zeit u den Zahlen a, a', a^', .... resp. nach den Moduln q^ q'^ q"^ .,.., 
v^ß, ß', ß", ...., fe^y, y\ y", .... resp. nach denselben Moduln con- 
gruent setzen, was nach Dieq. arithm. 33. immer mögUch ist; fOr solche Werthe 
von u, V, w wird der Werth der Form F weder durch q, noch durch q'^ noch 
durch q'' u. s. w. theilbar, folglich zu K relative Primzahl sein. Es läfst sich 
immer annehmen, dafs die Darstellung eine eiff entliehe ist, denn im entgegen- 
gesetzten Falle braucht man nur mit dem Cubus des gröfsten gemeinschaftlichen 
Theilers von u, v, w zu dividiren. 

II. „Wenn /, K, L, l, K', L\ /", K', V* neun ganze Zahlen 
sind, q eine Primzahl >>3 ist, und in dem entwickelten und nach Potenzen 
und Producten der Variabeln geordneten Producte der drei Linearfactoren 
(10.) (/ti4-Ä:r+LM^)(/'ti+Jf'r+L'ii;)(r'ir4-JC''r4.L''i«;) 

Crelle^s Joarnal L d. M. Bd. XXVIII. Heft 4. 43 
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sAmmÜicfae 10 Coefficienten dnrch 9" theilbar sind, so kann dies nidit anders 
. gescheiten, als wenn die n Factoren q sich dergestalt aof die drei Linear- 
factoren vertheilen, dafs in dem ersten alle drei Coöfficienten I, K, L durch 
^^ in dem zweiten alle drei Coefficienten I', K% 1/ durch f^» in dem dritten 
alle drei Coefficienten i ^ K"^ h" durch q'f theilbar sind, und dafs 

ist; wobei übrigens eine oder zwei von den ganzen Zahlen a^ ß, y der Null 

gleich sein können/* 

In einem Ausdrucke von der Form iti-f -Kr-f-Ltr^ dessen Coöffi- 

deuten nicht alle drei duich q theQbar sind, giebt es unter den q^ Systemen 

iiy Vf w, welche man erhAlt, wenn man jede der drei Variabehi die Glieder 

der Reihe 

0, 1, 2, 3, ... . q — l 

durchlaufen Ufst, und deren Inbegriff wir durch S2 bezeichnen, nur q^ solche, 

ffir welche dieser Ausdruck ^0 (mod. 9) wird; denn zu jedem gegebenen 

Wertbe von v und Wf deren q'^ sind, giebt es, wenn z« B. / nicht durch q 

theilbar ist, nur einen einzigen Werth von u, der den Ausdruck ^0 (mod. q) 

macht; oder wenn K nicht durch q theilbar ist, so giebt es zu jedem Werthen-^ 

paare von u und w nur einen Werth von r; oder wenn L nicht durch q 

theilbar ist, so giebt es zu jedem Werthenpaare n» v nur ein zugehöriges w» 

Hiemach behaupte ich zuerst, dafs, unter der in dem Lehrsatze gemachten 

Voraussetzung^ wenigstens von einem der drei Factoren (10.) die drei Coeffidenlen 

durch q theilbar sein werden. In derTbat, wflre dies nicht der Fall, so könnte 

es fflr jeden der drei Factoren (10.) unter den Systemen £2 nur q'^ solche 

geben, welche ihn durch q theilbar machen; also könnte es flberhaupt höchstens 

iq'^ solche geben, fOr welche irgend einer dieser drei Factoren ^0 (mod. q^ 

wird; mithin gflbe es höchstens iq'^ Systeme unter denen .12, welche das Pro- 

duct der drd Factoren (10.) ^0 (mod. ^) machen. Von der andern Seite 

wird aber dies Product fOr alle ^ Systeme Si durch q theilbar, da nach der 

Voraussetzung seine sämmtlichen Coöffidenten ^ (mod. q) sind : also mOfste 

nothwendig 

iq'^y 

sein; was der Voraussetzung 9>>3 widerstreitet 

Da also nothwendig in einem von den drei LinearAictoren in (10.) aOe 

Coöffidenten durch q theilbar sind, so dividire man in demselben die letzteren 

durch q weg und schreibe den auf diese Weise erhaltenen Ausdruck an die 
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Stelle des alten. In dem Prodncte der drei Factoren, welche sich nach dieser 
Operation finden, werden immer noch offenbar alle 10 Coefficlenten durch y""* 
theilbar sein; es wird also wieder einer der drei Facloren seine drei Cogfficien- 
ten durch q theilbar haben; dividirt man sie durch q weg und setzt den neuen 
Ansdmck an die Stelle des alten, so werden in dem Product der drei Aus- 
drflcke, welche man jetzt erhalt, alle 10 CoSf&cienten noch durch q^^'^ theilbar 
sein; folglich wird wieder einer der drei Factoren seine drei Coöfficienten 
durch q theilbar haben, welche man abermals durch q wegdividiren kann; und 
so weiter. Setzt man diese Operation fort, bis alle n Factoren q erschöpft 
sind, so werden sich, wie leicht zu sehen, diese n Factoren q wirklich in der 
Weise auf die drei Linearfactoren (10.) yertheilen mflsseh, wie es der Lehr- 
satz behauptet. In der That liefert jeder Schritt dieser Operation für einen 
der drei Ausdrücke (10.) einen entsprechenden Factor q: entsprechen also 
diesen drei Ausdrücken resp. a, ß, ;^ Factoren q, so ist a-f/?-['/ = ^> w^i' 
die Operation aus n Schritten besteht. 

Dehnt man den so eben fflr Potenzen von Primzahlen bewiesenen Satz 
auf zusammengesetzte Zahlen mit mehreren Primfactoren aus, indem man ihn 
fflr jeden Primfactor besonders anwendet, so lautet er wie folgt. 

^Wenn von dem Product der drei Linearfactoren in (10.) die sfimmt* 

liehen 10 Coefficienten durch ^ 

a = y''y""9""'.... 

theilbar sind, wo ^y 9^ q^', .... verschiedene Primzahlen I>3 bedeuten, so 

ist die allgemeinste Annahme, die man machen kann, 

1, K, L durch ^y'^'y''«". ..., 

/', K\ U durch qf^q'^^q'^fi'...., 

I', K', L" durch q^q'rq'V'.... 
theilbar zu setzen, wfthrend 

«4-/3+/ = 11, a'+/3'+/ = ll^ a"+/3"-{.y'' = ii", etc. ist." 
III. 9 Fflr jede reelle ganze Zahl a, welche zu ^p relative Primzahl 
ist, und deren sämmtliche eomplexe Pritttfactoren d, d', d", .... den Be- 
dingungen 

m='. m='. [^?']='. "«■. 

also auch den Bedingungen 

m='. m=«. [^]=<. «^ 

ge&flgen, lassen sieh iwei eunjugirU eomplexe Zahlen ^i und ^i finden, weiche 

43» 
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die drei CongraeBzen 

^l=pp,, ^i = pp2, ^i^2=p (mod. fl) 
befriedigen/* 

Man sieht leicht ein, dafs die Richtigkeit unseres Satzes im Allgemei- 
nen, d. h. fOr irgend einen Werth von a, von der des speciellen Falles ab- 
hängt, wenn a Potenz einer reellen Primzahl ist; denn wenn a und a' zwei 
reelle Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler sind, nnd 

^^=pp,y ti = pp2^ ^i^2 = P Cmod.fl) und 
^[^ = pp,, ^i^ = pp2, Vi^2=p (mod^flO 
ist, wo ^1 mit Ca und ^i mit ^i conjngirt ist, so braucht man nur ^f so an- 
zunehmen, dafs sie zugleich ^^i (mod.a) und ^^l (mod-a^ wird, und^'' 
der conjugirten Zahl von ^l' gleich zu setzen, so dafs, weil a, a! reell sind, 
Cs'' zugleich ^C2(inod.a) und ^Xn (mod.o') wird, und man wird 

Cr* = p;>, (mod.flflOi e;''=/>/>a (mod.aflO, Srsr=/^ (med. ao') 
haben; also läfst sich der Gegenstand immer auf Potenzen reeller Primzahlen 
zurQckfflhren. 

Es sei q eine von p verschiedene reelle Primzahl >>3, und a = ^. 
Es sei zuerst 9^2 (med. 3), also q zugleich complexe Primzahl. Da 
|^^^J= 1 ist, so existirt eine complexe Zahl ^i, für welche ^l ^ppi (med. 9^ 
ist (Vergl. ,, Beweis des Reciprocitätssatzes für die cubischen Reste. $. 2.** im 
27ten Bande dieses Journals), und man kann durch HinzufOgung yon Viel-* 
fachen des Moduls den Fall immer so einrichten, dafs T^i txi p relative Primzahl 
ist *). Bedeutet ^2 die der ^i conjugirte Zahl, so hat man auch, da f redl 
ist, ^2^PP2 (mod. 9''). Aus den beiden eben geschriebenen Congruenzen 
folgt durch Multiplication, wenn man ^1^ = ^ setzt, so dafs y/ = 2V(^|) reM 
ist, xp^^p^ (mod. ^), oder 

(V^-P)(V'H/'V^+/^') = (mod.y"). 
Der zweite Factor, welcher eine quadratische Form mit der Determinante — 3 
ist, kann nicht durch die Primzahl q von der Form 3iii-f 2 theilbar sein; mit- 
hin ist nothwendig tp^p (mod.^"), d. h. ^1^2^/' (mod. ^). 

Es sei zweitens ^^1 (mod. 3) und ^ = ^1^2, wo (T^, (T, conjugirte 
complexe Primzahlen sind. Da 



*) Man findet zunächst ^, so, dafs Ci* =-??% (mod. iß ist, und dann steigt man 
nach einer bekannten Methode zu den hohem Potenzen des Modul:; auf. (Venzl. 6aMM> 
Disq. arithm. 88, 101 , oder Dirichlei, Reciierches sur les formes quadr. $. 9.) 
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ist, so Ififst sich den beiden Congruenzen 

genflgen; und zwar durch reeUe Werthe von z und z\ Diese beiden Congmen- 
zen geben, wenn man überall q mit (f^ vertauscht, noch die beiden folgenden: 

z^ ^ PP2 (mod. Ja") 1 «'^ ^ PP2 (mod. J;). 
Mulüplicirt man die erste mit der vierten und setzt zz' = ip^ so ergiebt sich 

y^^p^ (mod. rf;) , oder {rp —p){}p— 9P) ( V — 9^P) ^ (mod. rff). 
Von diesen drei Factoren können nicht zwei zugleich durch (T| theilbar sein, 
weil sonst auch ihre Differenz (1— (>)|^ oder (1 — ^^)p oder (9—(f^)p durch di 
theilbar wäre, der Aber q gemachten Voraussetzung zuwider: also ist noth- 
wendig einer der drei Factoren durch den ganzen Modul d^ theilbar, und man 
wird z und z^ immer so annehmen können, dafs dies der erste ist; denn da 
Q und (f^ selbst reellen Zahlen nach dem Modul d;^ congruent sind, so kann man, 
wenn die gefundenen Werthe von z und z' nicht schon den ersten Factor 
yß — p durch di theilbar machen, dies dadurch bewirken, dafs man an die 
Stelle von z^ die der complexen Zahl q^z^, oder die der complexen Zahl (fz* 
congruente reelle Zahl setzt Wflhlt man, nachdem dies geschehen, eine com- 
plexe Zahl ^1, welche zugleich ^z (mod. ^1") und ^z^ (mod. ^2") ist, und 
nimmt für ^ ihre conjugirte Zahl, so werden die drei Congruenzen 

^i=ppi (mod.y"), li=pp2 (mod.y"), ?i?2=p (mod.^ 
erfüllt werden. In der That ist T^^^z (mod. ^;) , also l^l^u^ =: ppi (mod. ^r), 
und Cx = fl^(niod.<T2''), also ^l = z'^=pp, (mod. d;y, folgUch ist die Diffe- 
renz ^i—ppi durch die beiden relativen Primzahlen dC und (T,", mithin auch 
durch ihr Product q^ theilbar. Femer hat man, da ^2 zu ^1 conjugirt und 
.z, zf reell, also sich selbst conjugirt sind, 

%%'=iZ (mod. (Ja") , C2 ^ «^ (mod. d^i 9 
folglich 

£2^ =«' =p|^2 (mod. dr^^ ^i = z'^=pp2 (mod.(Ti"), 
mithin auch 

li=:pp2 (mod-^O- 
Endlich hat man 1^X%^^^' (mod. ^1"), also K^Xt'^V^^P (mod. ^i): aber 
C1C2 nnd p sind reell, folglich kann die Differenz %X2—p nicht anders durch 
dl theilbar sein, als wenn sie zugleich durch ^ theilbar ist; was zu be- 
weisen war» 
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£s würde nicht schwer sein, die Anzahl der Auflösungen der Con- 
grueuzen zu bestinimcu; aber da die Kenntnils dieser Anzahl keinen Vortheil 
für unsern Zweck hat, so übergehen wir ihre Bestimmung der Kürze wegen und 
wenden uns zu dem Hauplgegenstande dieses Paragraphen, der Auffindung 
der reducirten Formen. 

IV. Die bisherigen Untersuchungen dieses Paragraphen fähren zu der 
Lösung des folgenden wichtigen Problems: 

Alle reducirten Fortnen zu finden, deren erster Coefficient a eine 
gegebene positive ganze Za/il iety die mit '^{ppi — pp^i) keinen ge^ 
meiuscAaftlicAen TAeiler hat. 
Es sei allgemein F irgend eine associirte Form mit dem ersten CoSffi- 
cienten a. Man setze 

(11.) ä'F = (an-f ir-f i'ti;)(ati+)ur+/ti'tr)(att-f yr-f y'tü), 
i = A.f .>+rf(>)i?-f(r+rf(>^)^, l'=b' + {c'']^d'if)ri+{c' + d'Q')& u.s.w., 
wie in $.6., während 

(12.) b, c, d, b\ c', d' 
reelle ganze Zahlen sind, die der Bedingung 

(13.) cd'— cd = a 
genügen. Das Problem verlangt offenbar nichts anders, als die ganzen Zah- 
len (12.) auf alle möglichen Arten so zu bestimmen, dafs 

1) in dem entwickelten und geordneten Producte der drei Factoren auf 
der rechten Seite in (11.) alle 10 Coöfficienten den gröfsten gemein- 
schaftlichen Theiler a^ haben (Ä.')^ 

2) dafs die Bedingung (13.) erfüllt wird (0.) und 

3) dafs den Bedingungen (9.) genügt wird, nemlich dafs 

(9.) 0^6<ii, c = t, 0^d<:t', ()<^A'<a, c' = 0, d'^t 
ist, während tt' jede mögliche Zerfüllung der Zahl a in das Producl zweier 
Factoren vorstellen kann (C). 

Berücksichtigen wir zuerst hauptsächlich die Bedingung (AJ). Da in dem 
entwickelten Producte der drei Factoren (11.) alle Co^fficienten durch if theil- 
bar sein sollen, so wird dies namentlich auch von den Coefficienten von r' und 
w^ gelten, welche folgende sind: 

[^' '{-PPiic -fd ^y-\pp,{c -^d Qy-3pb {c -^-d ijyc +d (f'h 



Es sei q irgend ein reeller Primfactor von a und q'* sei die höchste in a 
aufgehende Potenz von ^^ so werden die beiden Ausdrücke in (14.) durch 
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q^" theilbar sein. Da wegen der Gleichung (13.) die höchste in die vier 
Zahlen c^ dy C^ d* zugleich aufgehende Potenz von q nothwendig ^^^ seir 
mnfs, so wird entweder fOr die beiden Zahlen c, dj oder fOr die beiden Zahlen 
c'j d' die höchste in beide aufgehende Potenz von q nothwendig ^ ^q"^ sein. 
Es sei dies s. B. für die beiden Zahlen c und d der Fall; dann wird um so 
mehr die höchste Potenz von q^ welche in die drei Zahlen b, e, d zugleich 
aufgeht und welche wir durch q^ bezeichnen, ^}'Y ^^^^^ Dividirt man folg- 
lich die erste der beiden Formen (14.) durch q^% welches ^)V ^^ gewifs 
^.q^" ist, und durch die Guben der übrigen gemeinschaftlichen Factoren von 
b, c, d fort, so wird die nach dieser Operation flbrig bleibende Form immer 
noch durch q theilbar sein. Hätte man angenommen, dafs fflr c\ d' die höchste 
Potenz von y, welche beide tbeilt, ^Y^" sei, so würde man dasselbe Resultat 
für die zweite Form (14.) erhalten. Wir schliefsen hieraus nach §.3., dafs 
die Primzahl q ein Theiler der Form 4> sein mufs und dafs folglich ffir jeden 
complexen Primfactor J von a die Bedingung 

(150 m=m = <. 

oder, was nach dem cubischen Reciprocitätssatze dasselbe besagt, dafs für 
jeden reellen Primfactor q von a die Bedingung 

(16.) [-5^] = 1 erfüllt werden mufs. 

Wenn also nicht für jeden Primfactor von a die Bedingungen (15.), 
(1 6.) erfüllt werden^ sogiebt es gar krine zu a geMrigen redudrten Formen. 
Nehmen wir also an, dafs die Zahl a allen in der Gleichung (13.) 
oder (16.) enthaltenen Bedingungen genügt. Da jeder complexe Primfactor J 
von a der Gleichung (15.) genügt, so lassen sich nacb III. zwei coiyugirte 
complexe Zahlen ^i und ^^ finden, welche die drei Congruenzen 

(17.) ^l=:ppt, g = PP2, CiCq = p (mod. a^) 
erfüllen. Setzt man der Kürze wegen 

aU']'bV'\-b^w = ü", 
cr-j-c'ir = V, 
dv-ld'w= W, 

so nimmt das entwickelte Product der drei Factoren in (11.) die Form 
(18.) (l7+I>-f Z^)(l7-|.F(iiy-f Zp^^)(l7-f Fp^iy-j- Z(>,^) 
= V'-^pp.Y'^pp^Z'-ipüYZ 
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an. Wegen der Congruenzen (17.) ist dieser Ausdruck (18.) congruent dem 
folgenden Ausdrucke (mod. a') 

(19.) l7He?I^-fS2?-3l7?.F?,Z, 
unabhängig von den Werthen, welche man den Variabein u, r> w giebt; und 
ordnet man sowohl (18.) als (19.) nach u, v, w^ so werden in diesen beiden 
Ausdrücken je zwei entsprechende CoSfficienten nach dem Modul a' congruent 
sein. Da nun alle zehn CoSfficienten des geordneten Ausdrucks (18.) durch 
ä^ theilbar sein sollen, so ist es nöthig und hinreichend, dafs dasselbe auch 
för den Ausdruck (19.) der Fall ist; der Ausdruck (19.) ist gleich dem Pro- 
ducle der drei reellen und rationalen Factoren 

(20.) (£7+rSi-fzso(ü+r(»Ci+Äc'?,)(i^+Fc'?.+ZpCo, 

folglich ist es nöthig und hinreichend, dafs in dem entwickelten und nach u, v, w 
geordneten Producle der drei Factoren (20.) alle zehn Cofifficienten durch a^ 
theilbar sind. Das Problem ist also jetzt darauf zurflckgefOhrt, die ganzen Zah- 
len (12.) auf alle möglichen Arten so zu bestimmen, dafs in dem entwickelten 
und nach den Yariabeln u, v, w geordneten Producte (20.) alle zehn Coöffiden- 
ten durch a^ theilbar sind und dafs die Bedingungen (Jff.) und (Cl) erfüllt werden. 
Die Bedingung, dafs ä^ nicht blofs gemeinschaftlicher Theiler, sondern gröfster 
gemeinschaftlicher Theiler der Coöfficienten des entwickelten Productes (11.) 
sein soll, wird dann schon von selbst erfallt; wie wir später sehen werden. 

y. Da in dem nach u, v, w geordneten Producte (20.), welches 
wir durch 

(21.) {aU'\-Kv-\-Lw){au-\-Kv-\-L'wXaU'\-K''V'\'L''w) 
bezeichnen und wo 

gesetzt wird, alle neun CoefGcienten der drei Factoren reelle ganze Zahlen sind, 
so schliefsen wir nach IL, dafs die allgemeinste Annahme, die man machen 
kann, damit das Product, entwickelt, alle zehn Coöfficienten durch 

theilbar habe, die folgende ist: 

a, K, L theilbar durch y«y'°'y"«" ...., 

(Ä) [a, K', L' theilbar durch qt^q^f^'q^'ß" ...,, 

a, K!*, h" theilbar durch qrq^rq^^r 
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wo 

a-\-ß^y = 2n, a'-f./?'-f / = 2«', a'^Xß^'^y' == 2n'' etc. ist 
Sehen •wir, welche Werlhe den Exponenten a, jff, y u. s. w. gegehen wer- 
den können. 

Das lineare System 

(22.) 





ist offenbar ans den drei Systemen 

U 9^i^ p'^Wi { 0, I, p ) and 
zusammengesetzt, deren Determinanten resp. die folgenden sind: 
also ist die Determinante des Systems (22.) 

folglich die des Systems 

1, IT, L 
(23.) {l, K', V], = -9ö:,?,. 



( 1, Ä, t^ \ 



Aber da n zu 2(ppi—pp2) relative Primzahl und pi — p. durdi 3 theilbar 
ist, so ist auch n zu 9 relative Primzahl. Ebenso ist n zu ^i ^2 relative Prim- 
zahl; denn wenn es anders wäre, so mflfste wegen der dritten der dreiCon- 
gruenzen (17.) auch p mit a einen gemeinschaftlichen Theiler haben; gegen 
die Voraussetzung. Die Determinante des Systems (23.) kann also keinen 
der Primfactoren von a in einer höhern Potenz enthalten, als in welcher der- 
selbe in a vorkommt; also ist diese Determinante durch 9% g'"* etc. theil- 
bar, aber durch keine höhere Potenz von q, q', etc. Andrerseits erhellet 
aus dem Bildungsgesetze der Determinante, dafs, wenn z. B. für den Prim- 
factor q, a die gröfste der drei Zahlen a, /9, y^ oder wenigstens nicht kleiner 
als irgend eine von den beiden andern ist, diese Determinante nothwendig 
durch q^'^^ theilbar sein mufs. In der That enthfilt diese Determinante sechs 
Glieder, von denen jedes aus drei Factoren besteht, nemlich aus einer Einheit, 
aus einer der Horizontalreihen genommen, aus einem K{K\ K") und einem 
L (L\ Xr'O) A^ den beiden andern Verticalreihen genommen. Jedes der 6 Glie- 

CreUe's Jonmal £ d. M. BtLZXVIII. Heft 4. 44 
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der mafs also durch eine der drei Potenzen 

theilbar sein. D« nun ^^r die kleinste der drei Potensen ist, so tbtoiit die 
letztere die beiden andern, folglich alle sechs Glieder der Determinante« Ea 
folgt hieraus und aus dem vorhin Bemerkten: 

Von der andern Seite ist a^^n, weil u durch ^ theilbar ist; und aus 
der zuerst geschriebenen Ungleichung folgt « + /5-|-y^tt-fii, also, wegen 
a-fj94y=2^> 2n^a-{-n, n^a. Es mufs also zugleich n^a und 
n^ a sein, welches 

a ^= n 
erfordert, unter den drm Zahlen a, ß, y ist demnach nothwendig eine 
= n, während die Summe der beiden andern ebenfalls =» n ist. Ebenso 
wird bewiesen, dafs unter den Zahlen a\ ß\ */ nothwendig eine =n' und 
die Summe der beiden andern »« n' ist; und so weiter (£70- 

Durch die Bedingung (£7.) wird die Anzahl der möglichen Combi- 
naüonen bedeutend beschrankt Ich behaupte aber jetzt, dafs alle diese Com- 
binationen a, ß, y; a\ ß', y'/ etc., welche der Bedingung (fi?.) genügen, in 
(/y.) wirklich vorkommen können und dafs jeder derselben eine und nur eine 
reducirte Form entspricht. 

VI. Um diese Behauptung zu beweiseUi wollen wir die TVerthe c^^l» 
c's=:0, d'=if aus (9.) in die Ausdrücke fflr Ky L u. s. w. einfahren. Man 
erhflh dadurch 



!- 

(K"'. 



(24.) {K>«*+'(pC.+c'^.)+rf(e'S.-|-eQ, Z' =*'+/'((.'?.+?:,), 

and alles kommt darauf an, «i eeigen, dafs es immer ein, und nor ein System 

von Werdien h, b', t, V, A giebt, för wdche 6 und ö' in der Reihe 

0, 1, 2, 3, a — \ 

liegen, tf =sa ist, d in der Reihe 

0, I, 2, 3, .... e — x 

Hegi, and für weiche den Coograenzen 

Jr s X s (mod.flr^"'^"«'....), 
JT' s J/ = (mod. <^<^^'q"^\ . . .), 
JT"— i"s (mod. q'q'r'q"y'\ . ..) 

genOgt wird, wo a, ß, y irgend eine gegebene Combinalion von (nicht negati- 
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▼en) ganzen Zahlen ist, von denen eine = n nnd die Snmme der beiden andern 
ebenfalb = n ist, forner a'^ß', ^ irgend eine gegebene Combination von ganeen 
Zahlen ist, von denen eine, und die Samme der beiden undeni «sn\ ü. s. w. 

Unter der grofsen Anzahl von Ffillen, welche sich hier unterscheiden 
lassen^ wollen wir einen ad libitum nehmen, welcher das beste Licht aber 
den Gegenstand verbreiten kann; es wird dann leicht sein, nach diesem Hnster 
die Untersuchung für die übrigen Ffille anzustellen. 

Es seien drei Primzahlen 9» (/', q" vorhanden. Ton den drei Expo- 
nenten «,/?, y sei a der kleinste, y =^ n und a^ß=:^f^; von den drei 
Exponenten «', |S', / sei ß' der kleinste, a'=n', /3'-f/ = |t'; von den 
drei Exponenten a", ß", y" sei y" der kleinste, ß''=zn", a'^^y^^nff. 
Dies ist einer der Fälle, welche die gröfste Mannigfalligkeit darbieten. 

Löset man die drei Gleichungen fQr K, K\ K" nach b, t, d, als den 
Unbekannten, nach der bekannten Methode der Determinante auf, so erhAlt 
man, da — 9tXt die Determinante des Systems ist, 

-9^.C,&, --H,^t, -9?,?,rf 
als lineare Functionen von K, K\ K'* mit ganzen Codfficienten ausgedrfickb 
Da nun — 9^ii^2 relative Primzahl zu a ist, so wird jeder in a aufgehende 
gemeinschaftliche Theiler von ÜC, Jt', K" in b, /, d zu^eich aufgehen. Da 
von der andern Seile q'' die kleinste unter den drei Potenzen ^^ ff^ y" ist, 
also alle drei Iheilt, da ^*^' die kleinste unter den drei Potenzen y'"', q'^'j q'^ 
ist, also alle drei theilt, da endlich q'''^' die kleinste unter den drei Potenzen 
q'^'\ q**""", q"^' ist, also alle drei theilt, so rnttssen nothwendig it, K\ K" 
alle drei, also auch b, tj d alle drei« durch 

q^ q'P' q^t" 

theilbar sein. 

Löset man die beiden Gleichungen fQr L' und L'^ nach b^ und t' auf, 
so erhält man 

als lineare Functionen von L^ L". Ebenso erhält man, wenn man die Glei- 
chungen für L, V'y für I/, V nach b\ V auflöset, 

als lineare Functionen von L> U' und 

als lineare Functionen vonJD^ U. loh behaupte, dafs die drei Mcdtiplicatoren 

(i-p*)(&i-<>&), (i-<>)(ei-p*Q, (ft-m^-ix) 

44* 
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zu a relative Primzahlen sind. In der Thal: da I — p, 1— P% Q^ — Q ^^cht 
in a aufgehen, so ist nur zu zeigen, dafs Ci keiner der drei Zahlen Ca 9 9^^ 
(f^^2 nach einem Theiler von a congruent sein kann; wäre das letztere mög* 
lieh, so mflfete auch ^i^l^j nach demselben Theiler sein: aber ^f^ppi, 
^i^pPi (mod.a), also mflfste auch ppi—pp2 einen gemeinschaftlichen Theiler 
mit a haben, gegen die Voraussetzung. 

Da nun L^ und L'^ beide durch q^, L nnd L" beide durch q'^f L 
und L' beide durch q'^'" theilbar sein sollen, so mOssen b^ und t' beide durch 

theilbar sein. Aber das Product von 

^'q'ß'q^'r und fq^^q^^-'^ igt = a, 

und von der andern Seite ist tt' = a, also kann nur 

t = q'q'^q^'r", tf ^ ^ = ^q'r^n." 
gesetzt werden. Mithin haben nothwendig t und V die beiden eben ge- 
schriebeneti Werthe, b, d sind durch ty und V ist durch V thAlhor. 
Die Congruenzen 
it = (mod. y«), L =0 (mod, 9*), L' = (mod. ^, 
und ebenso die Congruenzen 

K! =0 (mod. q'^^ L' = (mod y'^'O, L''=0 (mod. y'0> m* 
Ä''=0 (mod.y"0. Ir'^^O (mod-^^'O^ L = (mod. ^'»O 
sind durch diese Annahme schon befriedigt; es bleiben also fftr jede der drei 
Primzahlen noch drei Congruenzen zu lösen. 

Zunächst ist jetzt V so zu bestimmen , dafs 
V = (mod. y») , L = (mod. y'"') , L' = (mod. ^''O 
werde. Der ersten dieser drei letzteren Congruenzen genügt offenbar ein^ und 
nur ein Werth von b\ für welchen O^b'KZq" ist; der zweiten genfigt ein, und 
nur ein Werth von b', für welchen ^6'<C^'*' ist; endlich genügt der dritten 
eui, und nur ein Werth von b% fOr welchen 0^b*<iq'''''' ist: folglich genagt 
nach Disq. arilhm. 33. allen dreien zugleich ein, und nur ein Werth von b', 
fBr welchen 

0^*'<^''V'">""^ d.h. 0^6'<iiisL 
FOr b\ eben wie fttr / und t', stimml also das Resultat mit der Behauptung 
vollkommen aberein. Es bleibt noch die Betrachtung von b und d äbrig, welche 
den drei folgenden Systemen von Congruenzen genügen müssen: 
^2j. ^ ) AT' =0 (mod. ^, I iC =0 (mod. q"^, \ K =0 (mod. y"*^). 



K'~0 (mod.70. \K'i=0 (raod.^f'0, \K' = (moi.q'*''^. 
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Wir wollen besonders das erste dieser drei Systeme untersuchen; die 
bmden andern geben Veranlassung zu ganz ähnlichen Betrachtungen. Da 
y=ft^/9 ist, so wird die Congruenz JBC'' == auch nach dem Modul q^ er- 
fflUt werden. Eliminirt man erst hy dann d aus den beiden Congruenzen 
K^^O (mod. 9^, K'^^0 (mod. 9^, und bemerkt, dafs nach dieser Elimi- 
nation der Multiplicator von h und d zu a relative Primzahl ist, so erhellet» 
dafs durch dieselben h, d nach dem Modul q^ vollständig bestimmt sind; man 
kann also d der Bedingung 0'^d<iq^ genügen lassen; ebenso kann man 
b=^bo'\'k(ji^ setzen, wo 0^^<C9^ und k eine unbestimmte ganze Zahl 
vorstellt; und d und bo werden vollkommen bestimmt sein. Es bleibt noch 
die Congruenz K^^ ^ (mod. q^ zu erfüllen , d. h. die Congruenz 

fto+*/+/((i'^,+(iS,) + rf(?, + ?0 = O(mod.^y=y'') 
oder 

welche, da der Bruch zur Rechten dem Vorigen zufolge einer ganzen Zahl gleich 
ist, einen vollkommen bestimmten Werth fOr k liefert, fOr welchen ^ Ar <: ^'^ 
ist Dadurch aber ist auch b vollkommen und der Bedingung ^ 6 <C f ** ge- 
nügend bestimmt 

Durch das erste der drei Systeme (25.) sind also b, d vollkommen 
nach den Moduln resp. 9^ q^ bestimmt; ebenso sind durch die beiden an- 
dern Systeme (25.) b, d respective nach den Moduln 9'"' = q"*', q'^; 
q'^ß" ^^q'"""^ q'^^* vollkommen bestimmt; da also b und d allen drei Syste- 
men zugleich genügen sollen, so ist 

b vollkommen nach den Moduln tf^ q"^, q^'"" bestimmt, also auch nach 
ihrem Producte a; 

d ist vollkommen nach den Moduhi q^, q^^, q'"^' bestimmt, also auch nach 
ihrem Producte q^ q'^ q""^' = t' : 
folglich giebt es nur einen Werth von b und nur einen Werth von d, für 
welche 

ist, und welche den sechs Congruenzen (25.) genügen. 

Dasselbe Resultat erhält man, wie grofs mau auch die Anzahl der ver- 
schiedenen Primfactoren vor. a, und welche Conibinalion (ß.) der Exponenten 
man auch nehmen mag. Um uns verständlicher zu machen, nennen wir den 
kleinsten Factor die kleinste von dreien Potenzen , wie 9% (f, q'^; ebenso den 
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gröfsten nnd mittleren Factor die gröfele nnd mittlere von solchen drei Potenzen; 
and analog, wenn alle Buchstaben beliebig oft accentoirt sind. Wie grofs nun 
auch die Anzahl der Primfactoren von a sein mag, nnd welche Combinationen 
der Exponenten man auch bilden mag: immer wird sich durch dieselben Betrach- 
tungen wie oben zeigen lassen, dafs t ffleicA sein mufe dem Producle alter 
kleineten, t' gleich detn Producle aller mitUeren Faetoren, und dafs 6, d 
durch t, und b' durch t (heilbar sein müssen. Durch diese Annahmen wird 
schon der einen Hälfte aller zu erftlllenden Congruenzen genfigt, während von 
der andern Hälfte ein Drittheil die Zahl b' nach allen grölsten Faetoren als 
Moduln , also auch nach ihrem Producte a vollständig bestimmt, und die andern 
zwei Drittbeile die Zahlen b, d nach allen resp. grörsten, mittleren Faetoren, 
als Moduln, also auch nach a resp. t vollständig bestimmen. Jeder Combi- 
nation entspricht also ein vollständig bestimmtes t und i', und ein, aber auch 
nur. ein System von Werlhen für b^ d und b', für w*elche 

0^b<a, 0^d<:t, 0^6'<Ä ist 

Alle die so geftindenen Systeme genflgen der Bedingung (B.), denn 
es ist cd'—c'd = tV—{).d=tt=^a. 

Könnte man also noch zeigen, dafs fflr alle diese Systeme die lOCoöf- 
licienten des entwickelten Products (18.) zwar durch a^, aber aufserdem durch 
^keme andere Zahl theilbar* sind , so würde unsere Behauptung vollständig er- 
wiesen sein. Welches auch der grOfete gemeinschaftliche Theiler h dieser 
10 Coefficienten sein mag, immer mufs er ein Theiler von o^ sein; denn o' 
ist der erste der 10 Coäfficienten. Aber das Produot der drei Faetoren in 
(20.) ist in Bezug auf alle zehn CoefGcienten dem Producte (18.) nach dem 
Modul a? congruent, folglich ist auch h gröfster gemeinschaftlicher Theiler der 
Co^fficienten des Products (20.). Ginge nun irgend ein Primfactor von a, 
2. B. q, von einer hohem Potenz in A auf, als in welcher er in a^ enthalten 
ist, so mflfsle sich diese Potenz von q nach II. dergestalt auf die drei Linear- 
factoren (20.) vertheilen^ dafs der erste, zweite, dritte seine drei Coefficien- 
ten resp. duröh ^% q^, q^ theilbar haben mflfste, während a-f/^-f?'^ '^^ 
wäre. Aus dieser Annahme schliefst man, ganz wie oben in V\, dais die 
Summe der beiden kleinsten von den drei Zahlen a, ß, y^ z. B. ß'\'y^n 
sein mufs, also auch a-f/9-{-;^^ii^a: aber jetzt ist nicht wie oben 
an=a + i9-f-y^ sondern 2«<a-)"/5-|-y, also folgt 2ii<n-fa, «<«; 
abor auch n^a^ weil a durch ^ theilbar sein soll, fol^ch ist zu gleicher Zeit 
it<Ia und n^a, was sich widerspricht; also ist nothw endig A = ii'; denn 
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dars die höchste in h enthaltene Potenz irgend eines Primfactors q von a auch 
nicht <: f ^" sein kann, erbtet schon aus der obigen Bestimmung der Werthe 
von b, d, b\ i, f. 

VII. Da jeder Combination ans nicht -negativen ganzen Zahlen 

«. ß. r, 

«^ /?', r. 



r. 



/"s 



wo in der ersten Horizontairdhe ein Element und die Summe der beiden an- 
dern = n, in der zweiten Horizontalreihe ein Element und die Summe der 
beiden andern =n' ist u.s. w«, eine und nur eine reducirte Form entspricht, 
und da alle diese reducirten Formen verschieden sind (denn fOr jede gegebene 
reducirte Form sind die drei Pactoren des Products (20.) vollkommen bestimmt, 
und da sfimmtliche Cocfficienten dieses Products durch ä^ und nur durch ä^ 
theilbar sind, so entspricht jeder reducirten Form nur eine vollkommen be- 
stimmte Vertheilnng der Factoren von a^ auf die drei Factoren des Products (20.) 
also auch eine und nur eine voUkomHieii bestimmte Combiuation (E.) ) : so ist 
die Anzahl alter reducirten Formen gleich der Anzald der möi/lichen 
Comünaüonen (^). Man erhAlt die Anzahl dieser letzteren offenbar, wenn 
man einzeln die Anzahl der Combinationen a^ ß, y, die Anzahl der Combiua- 
tionen a', ß', f, die Anzahl der CombiDationen a", /?", y''> u. s. w. bestinmit 
und das Prodnct aller dieser einzelnen Combinationszahlen bildet Alle Com- 
binationen a, ß, y eind in dem folgenden Schema enlbaUen: 



«* 


ß> 


r 


«* 


ß> 


r 


«> 


ß^ r 


n. 


0, 


n 


«, 


n, 





0, 


n, n 


n. 


1, 


«— 1 


«-1, 


n. 


1 


u 


m—I, « 


n* 


a, 


n-2 


tt~a. 


«, 


2 


2, 


»—2, n 


n. 


3, 


«~3 


»-3, 


n. 


3 


3, 


n— 3, n 


• 


• 


• 


• 


• 


■ 


• 


• 


• 


• 


• 


« 


• 


• 


• 


. 


», 


n-2, 


2 


2, 


n, 


fi— ? 


«-2, 


2, n 


«, 


n-1. 


1 


1, 


n, 


M— 1 


n-1, 


1, n; 



ihre Anzahl ist folglieh =3n; ebenso ist 3n' die Anzahl der Combinationen 
^^ ß^> /y ^^'' dl« Anzahl der Combinationen a'', ß'% f", u. s. w.; mithin 
Ist die Anzahl aller Combinationen C^) 
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= 3ii.3it'.3n".3n'"....: 
ebenso grofs ist also auch die Anzahl der reducirlen Formen. 

Folgendes ergiebt sich demnach als Resultat der Untersuchnng: 
yy Damit es reducirte Formen mit dem ersten Coeffidenten a gebe, 
welcher relative Primzahl zu '2(pp, — pp^) vorausgesetzt wird, ist es iiö- 
thiu und hinreichend, dafs Jeder reelle Primfactor von a cuHscher Rest zu 
p üA. Wenn diese Bedingung erfüllt wird, so lassen sich alle reducirten 
Formen nach Anweisung von IV., F. und VI. findeti; und setzt man 

so wird die Anzahl der zu a gehörigen reducirten Formen durch die Formel 

3^ . fii • 11} • fij • • . . ^^ 
ausgedrückt, also durch das Product aller Exponenten der verschiedenen 
Primfactoren von a, multiplicirt mit einer Potenz von 3, deren Expo^ 
nent gleich ist der Anzafd dieser Primfactoren^ 

Man bemerke wohl, dafs das Resultat seine Gültigkeit in dem Falle a^=\ 
nicbl verliert; in diesem speciellen Falle sind gar keine Primfactoren ^>t 
vorhanden, also giebt unsere Formel 3^= 1 ; und in der That existirt nur eine 
reducirte Form mit dem ersten Coefßcienten 1 , nfimlich die Grundform ^, fOr 
welche i = (), c=l, i/=0, *' = 0, e'=0, rf'=l, /=r = l ist. 

Wir gehen zu der Transformation der associirten Formen über. 

§. 8. 
Theorie der Transformation der associirten Formen. 

I. ,,Wenn zwei lineare Systeme mit 3 Variabein, S^ und T, deren 
Determinante wir ==: 1 voraussetzen, durch ihre Zusammensetzung das System 
S' hervorbringen, so behaupte ich Folgendes: 1) Sind die Coefficienten beider 
Systeme «S und T ganze Zahlen, so sind die Codfficienten des Systems 8' 
ganze Zahlen. 2) Sind die Coefficienten eines der zusammensetzenden Systeme 
und die dej> zusammengesetzten Systems ganze Zahlen, so findet dies auch 
für das zweite zusammensetzende System Statt. 3) Sind die Coefficienten des 
einen zusammensetzenden Systems ganze Zahlen und die des andern Bräche 
mit dem Nenner m, welcher wenigstens in einem Coefficienten keine weitere 
Keduction zuläfst^ so können auch die Coefficienten von S' nicht sfimmtlich 
ganze Zahlen sein, sondern einige oder alle werden den Nenner m haben, 
aber auch keinen andern Nenner, und wenigstens ein Coefficient des Systems 
&' wird ein irreducibler Bruch sein. 4) ^Yenn iS und S' gegebene Systeme 
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mit ganzen Codfficienten sind^ so I&fst sich immer ein, und nur ein System T 
mit ganzen Cogffidenten aufstellen, welches mit 8 zusammengesetzt S' her- 
vorbringt; und sind T uniS' mit ganzen Coefficienten gegeben, so läfsl sich 
immer ein, und nur ein System j9 aufstellen, welches mit T zusammengesetzt 
8* hervorbringt; oder, mit andern Worten: in der symbolischen Gleichung zwi- 
sdien Systemen mit ganzen Coöfficienten 

SxT =- 8' 
ist jedes der drei Systeme durch die beiden andern voUstflndig bestimmt/' 

Alle diese Behauptungen folgen mit Leichtigkeit aus dem Umstände, dafs 
die CoSf6cienten eines zusammengesetzten Systems lineare Functionen sind, so- 
wohl in Beziehung auf die CoSfficienten des einen, als auf die des andern der beiden 
zusammensetzenden Systeme. Hieraus ergiebt sich die erste Behauptung unmit- 
telbar. Was die zweite Behauptung betrifft, so bemerke man, dafs die Deter- 
minante des Systems Ä, so wie die des Systems T, der Einheit gleich ist; 
dafs folglich die umgekehrten Systeme von 8, T, welche wir resp. durch 
-| , Y bezeichnen, mit resp. Ä, T zugleich ganze CoSfBcienlen haben. Da 

nun offenbar 8=^8' X y, '^'^'s ^ ^' *^'' ^^ *°^^^ ^^^^ ^*® zweite Be- 
hauptung auf die erste zurflckgefahrt. Da ferner aus der linearen Beschaffen- 
heit der Coöfficienten von 8' folgt, dafs, unter Voraussetzung ganzer Coeffi- 
cienten für eines der beiden Systeme jS oder T^ der Generalnenner der Coöf- 
ficienten des andern durch den Generalnenner derer von 8' theiQ>ar sein mufs. 

1 1 ^ 

und da umgekehrt, wegen Ä=Ä'X y, oder wegen y=^ K^'> auf ähn- 
liche Art folgt, dafs der erste Generalnenner ein Theiler des zweiten sein 
mufs, so theilen diese beiden Generahienner sich gegenseitig, und sind folg- 
lich einander gleich; und somit ist auch die dritte Behauptung erwiesen. Die 
vierte Behauptung ist ebenfalls leicht zu beweisen. Wenn die beiden Sy- 
steme iSf und T gegeben sind, so ist dadurch 8' vollkommen bestimmt; und 
haben die beiden ersteren ganze Coöfficienten, so wird dies nach 1) auch ffir 
x]:is letztere der Fall sein. Es sei T ein noch unbekanntes System, welches 
der Gleichung SxT=^8' gentigt: da die beiden Systeme zur Linken und 
zur Rechten dieser Gleichung identisch sein sollen, so wird diese IdentilAt 
nicht aufböreUf wenn man das System -^ mit beiden zusammensetzt; wodurch 

man T='^x8' erhält; so dafs also ftlr T dieses, und nur dieses vollkommen 
bestimmte System genommen werden mufs. {Ibenso erhftlt man, wenn Tund 8' 

Crelle'i Journal f. d. M. Bd. XXVllI. Heic 4. 45 
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gegeben sind, durch Znsammenselznng beider Seiten der Gleichung 8 xT=^S' 
mit dem System -^^ für jS^ das vollkommen bestimmte System 

Alles dieses gilt auch fBr lineare Systeme mit n Variabebi, deren De- 
terminante = 1 ist. Man kann hierauf beilfiufig einen Algorithmus der Rech- 
nung mit linearen Systemen grflnden; welcher darin besteht, dafs man auf 
symbolische Gleichungen zwischen linearen Systemen die gewöhnlichen Regeln 
Ar die Operationen des Multiplicirens, Dividirens und Potenziirens anwendet; 
was immer richtige symbolische Gleichungen erhalt und wobei man nur die 
einzige Rflcksicht zu nehmen hat, dafs die Ordnung der Factoren, d. h. die 
Ordnung der zusammensetzenden Systeme, nicht verändert werden darf. 

Es seien F, G, F* drei aequivalente associirte Formen; S ifei eine 
bestimmte Transformation, durch welche F in 6 fibergeht, und T stelle alle 
möglichen Transformationen vor, durch welche G in F' flbergeht: dann behaupte 
ich, dafs 8'^ welches durch die symbolische Gleichung 8' = 8x T gegeben ist, 
alle möglichen Transformalionen von F in F vorstellen wird. Denn einerseits 
geht F in & durch 8^ G in F durch T, also F in F* durch die zusammen- 
gesetzte Substitution 8* fiber; und andrerseits entspricht jedem S' ein voll- 
kommen bestimmtes T, welches der obigen Gleichung genfigt und durch welches 
& in F' fibergeht; man zieht aus obiger Gleichung ffir T das vollkommen 
bestimmte System T= -gXS', und durch diese Substitution geht in der That 

G in F Aber; denn durch die Substitution ^ geht & in F und durch die 
Substitution 8' geht nach der Annahme F in F aber, also geht durch die 
zusammengesetzte Substitution -^ X8^ die Form 6 in F^ Ober, umgekehrt: 
wenn 8 eine bestimmte Substitution von F in G, und 8^ nach der Reihe 
alle mö^chen Substitutionen von F in F' vorstellt, so liefert die Gleichung 
SxT=8' ffir 7 alle Substitutionen, durch welche G inF flbergeht; denn 
diese Gleichung liefert ffir jedes T ein ganz bestimmtes 8^ und ffir jedes 8' 
ein ganz bestimmtes T, welches, wie schon bewiesen, G in F transformirt. 
Setzt man demnach statt 8' alle möglichen Substitutionen, welche F in F 
transformiren , so liefert die Gleichung ffir jede derselben eine^ und nur eine 
Substitution T, welche G in F' transformirt; es kann auch keine andere 
Transfoftnation von G inF geben, welche sich nicht auf diese Art vermöge 
der Gleichung aus einer Transformation von F in F' ableiten liefse; denn 
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es sei, wuiin es möglich ist, T eine von diesen andern Transformationen; da 
G durch 7 in F' und F in G durch iS übergeht, so geht F in F durch 
Sx T über; also ist doch wieder Sx 7== S eine von den Transformatio- 
nen, durch welche F in F' Qbergeht. Ganz auf dieselbe Weise beweiset man 
folgende Sfitze. Wenn in der symbolischen Gleichung SxT=S durch iS^ alle 
möglichen Transformationen von F in G und durch T eine bestimmte Trans- 
formation von G in F' vorgestellt werden, so giebt S' alle möglichen Trans- 
formationen von F in F; und umgekehrt: bezeichnet jS' alle möglichen Transfor- 
mationen von F in F', wfihrend T dieselbe Bedeutung behalt, so giebt jS^ 
alle möglichen Transformationen von F in G. Wenn endlich in der oft ge- 
schriebenen Gleichung jS alle möglichen Transformationen von F in G und S' 
eine bestimmte Transformation von F in F^ bezeichnet, so giebt T alle mög- 
lichen Transformationen von G in F^'j und bezeichnet T alle möglichen Trans- 
formationen von G in F' und S^ eine bestimmte Transformation von F" in F', 
so giebt jS alle möglichen Transformationen von F in G. Alle diese Resul- 
tate lassen sich kurz wie folgt aussprechen. 

„Wenn in der symbolischen Gleichung 

SxT= S' 
irgend einer der drei Buchstaben alle seine Werthe durchlauft, wahrend ein 
zweiter constant bleibt, so durchlauft der dritte ebenfalls alle seine Werthe/' 

Nimmt man in den eben gewonnenen Resultaten irgend zwei von 
den drei Formen als identisch an, d. h. setzt man entweder F^^G, oder 
G=^F', oder F=F% so erhalt man die folgenden. Alle Substitutionen einer 
Form F in eine Form G ergeben sich, wenn man irgend eine bestinmite 
von denselben mit dien Substitutionen von G in sich selbst zusammensetzt, 
oder auch, wenn man mit ersterer alle Substitutionen von F in sich selbst 
zusammensetzt; und umgekehrt: bezeichnet jSi alle Substitutionen von F in G 
und iSl, eine bestimmte von ihnen, so findet man alle Substitutionen von F in 
sich selbst, wenn man zu jeder Substitution i9 eine zugehörige sucht, die, mit 
8,, zusammengesetzt, iS> hervorbringt, und alle Substitutionen von G in sich 
selbst, wenn man zu jeder iS eine solche sucht, mit welcher So zusammen- 
gesetzt S hervorbringt. 

Allgemeiner ist folgende Betrachtung. Es sind fOnf aequivalente asso- 

ciirte Formen 

Fß Gp H, ly K 

vorgelegt; man kennt eine Transformation 91 von F in G, eine © von F 

45* 
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in H, eine <S von F in I, eine ^ von JF^ in £, aufserdem aber noch alle 
möglichen Transformatione jS von 1^ in K: es sollen aus diesen Daten alle 
Substitutionen von G in U gefunden werden. 



Es geht Ober: 


durch die Sabstitnüon 


Fin G 


a, 


also & in F 


1 


Finl 


<5, 


Obo G in I 


lx€; 


I in Jf 


«, 


also & in X 


|-X6XÄ; 


K:in F 


1 

5D ' 


also fif in F 


|^X<SXÄX5^; 


Fin fl 


», 


also fi^ in ff 


^X^XSx^X'» — T. 



Diese ietitera Formel liefert also Transformationen von G in H, und wenn 
man denselben Weg rfldkwArts einschlfigt, so zeigt sich, dafs jedem T ein 
ganz bestimmtes iS entspricht und dafs also T alle Transformationen von G 
in H liefert. 

Man sieht demnach, dafs alle Probleme Aber Transformationen von 
Formen auf die Transformation irgend zweier beliebigen Formen aus dersdben 
Classe in einander, oder, da diese beiden letzteren identisch angenommen wer- 
den können, auf die Transformation irgend einer beliebigen Form derselben 
Classe, in sich selbst zurflckgeffihrt werden können. 

IL Aufgabe. „Alle Transformationen (mit ganzen Cofifficienten} 
zu finden, durch welche eine associirte Form in sich selbst ObergehL^' 

Es sei F die gegebene associirte Form, a ihr erster Coöffident, 

a^F^cM']-l9'\'l^wX^U'\'fi()-\-fi'wX^iU-\'rO'{'y'w^ 

X =, b]- er] +/•*, i' = Ä'-f e' ri ^f», 

fi = b^e^7i^f^'», ^' = b'^e'ffn^rif'»^ 
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« = e^dQ, / = c-{-dff\ 

ed'—&d = aj v = *y(PPi)i •* = 'f^PP^)- 
Wenn die Form F durch die Sobstitation 

a, a', a." 

(iO ß> ß'> ß" 

( r> r> 7" 

in sich selbst übergeht, so bleibt auch a^i^ durch diese Substilutioii unver- 
ändert; und umgekehrt. Wir haben also alle Substitutionen (1.) zu suchen, 
durch welche a^F unverändert bleibt Durch die Substitution (1.) gehen die 
drei Linearfactoren von a^l^ in 

(Ju^Kv^hw), {lu\K*v\Vw), i^l'u\K't>\h"vD) 
über, wo man 

hat. Das Product dieser drei Factoreu mufs also dem Producte der drei ur- 
sprünglichen Factoren von a^V identisch ^eich werden. Da wir nur alle Sub- 
stitutionen suchen, durch welche 1^^ in nck selbst, und tUcAt zugleich alle die- 
jenigen, durch welche F in eine ihrer correspondhrenden Formen übergeht, 
so haben wir nach dem in §. 5. III. Bemerkten nur folgende Annahmen zu 

machen: erstlich 

/ I' I'* 



(3.) — . — .— = i. 



und zweitens 



WO offenbar alle Nenner von Null verschieden sind; und diese Annahmen sind 
erforderlich und hinreichend für die Identität unserer beiden Producte. Man 
sieht übrigens, dafs das erste System von Gleichungen in (3.) das zweite und 
dritte als correspondirende Relationen implicite enthält, so dafs also nur jenes 
zu berücksichtigea ist. Die Aufgabe besteht jetzt darin, alle ganzen Werthe 
der TransformationscoSfificiehten in (1.) zu finden, weldie den Gleichungen (2.) 
w^C^O genügen und welche die Determinante des Systems (1.) der Einheit 
gleich machen. 

Setzt man, was offenbar erlaubt ist. 
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-L = 17+ Yv+Z» =A, 

wo Y=V-\-W(f, Z= F-f IF(,' und U, V, W im Allgemeinen raHonale 
und reette Zahlen yoratellen, so gehl die Gleichung (2.) in 

(4.) U^-{^ppyY'-\ pp^Z^ —^püYZ = 1 über, 
und das erste System von Gleichungen in (3.) liefert 

(5.) l = aA, K = %A, L = X'A. 
Ver^eicht man in jeder dieser letzteren drei Gleichungen einzeln die reellen 
Theile and die CoSfficienten von 17 und von ^, so erhalt man die folgen- 
den nenn: 

(6.) aa-\-bß-\- *> = aü,\ 
(7.) eß^e'Y^aY,\ («.) 

(8.) fß^fY = aZ,) 

(9.) aa'^bß'-\-b'Y'=tü-\-pfY^peZ,\ 
(10.) «/9' + ey=«l7+*r+;i»,/'Z,} (?B.) 

(11.) rß'-^fY'=f^^p^^Y-\- i^zA 

(12.) a«"+A/3"+Ay' = b'ü-\- Pf Y-\-pe'Z, 

(13.) eß"^«Y=^^-\- ^'Y\-Ptf'Z,\ (^.) 

(14.) /•r+ry"=r«7+/».«'F+ b'z. 

Diese neun Gleichungen dienen zur Bestimmung der 9 Transforma- 
tionscoöfficienten; sie ordnen sich in ^rei Systeme zu je dreien, indem (6.), 
(7.), (8.) blofs «, ß, y; (9.), (10.), (11.) blofs «', ß\ y', und (12.), (13.), 
(14.) blofs a", ß", y" enthalten. Es sind also jetzt alle rationalen Werthe 
von 17, V, W zu bestimmen, welche der Gleichung (4.) genflgen und welche, 
in die Gleichungen (6.) bis (14.) gesetzt, bewirken, dafs diese letzteren nach 
a. ß, y, «> ß', y', «"> ß"> r" aufgetoset 1) ^anze Werthe für diese 
TransformationscoSfficienten ergeben, and 2) solche Werthe, fOr welche die 
Determinante des Systems (1.) der Einheit gleich wird. Um zuerst diese zweite 
Bedingung zu erledigen, seien U, V, fV beliebige bestimmte rationale Werthe, die 
der Gleichung (4.) genflgen, und die Systeme (31.), (9.)) (^0 seien nach dm 
Transformationscodfficienten aufgelöset, für welche sie vollkommen bestimmte 
Werthe liefern, indem die Determinante dieser drei Systeme =a(ef*—e'f)sat 
tt{j;f^ — q){cd'—&d) = {Q^ — (i)a\ also von Null verschieden ist: ich behaupte. 
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dafs die so gefundenen Werthe die Determinante von (!•) immer =1 machen 
werden. Es sei für einen Augenblick diese Determinante durch J vorgestellt. 
Das System 

/", K", I/') 

dessen Detertninante wir durch J' bezeichnen, ist offenbar zusammengesetst 
aus dem System 

a, y, v' \ 
dessen Determinante =^J" sei, und aas (1.); also hat man J'^=J.J". Divi- 

dirt man die drei Horizontalreihen des Systems <S> resp. durch — , 

so ergiebt sich das System 

aK aL 

a «*' -?^\ - S' 



a a' 



lu 1 f. 



fl, —77-% — -r- 



a 



dessen Determinante offenbar gleich -j-.-j;. j?.^' = y . j7-t;7--^«-^" seia 

wird. Da nun die Gleichungen (6.) bis (14.) und die Gleichung (4.) als er- 
fQllt angenommen werden, so werden auch die Gleichungen (30 und die 
Gleichung (3.) erfallt sein; die Gleichungen (3.) zeigen, dafs die beiden Sy- 
steme i$? und T vollkommen identisch sind und^ dafs also auch ihre Determi- 
nanten identisch sind; folglich hat man 

An iL iL JL ^ A*' 

mithin, wegen (2.), J^=\\ was zu beweisen war. Da sich also die zweite 
der oben gedachten Bedingungen immer erfOllt findet, so ist nur noch die erste 
zu befriedigen. Zu dem Ende stellen wir die beiden folgenden Behauptun- 
gen auf: 

1) Datnit die Gleichungen (6.) bis (14.) yanze fVerthe ßtr alle neun 
TransfortnationscofSfßciefUen liefern^ ist erforderlich^ dafs U, F, fV 
selbst yanze Zahlen sind, und 



360 '^* Eiienitein^ Formen driitcH Gruäcs mit 5 Variaheln. 

2) Wenn U, V, W irgend icelche ganze Znhien vorstellen^ die der 
Gleichung (4.) genügen^ so liefern die Gleichungen (6.) bis (14.) 
immer ganze Werthe für alle 9 Transformnüonscoiffidenien. 
Wir sind für den Augenblick noch nicht im Stande, diese beiden Be- 
hauptungen YollstAndig zu beweisen, deren Richtigkeit sich erst weiter unten 
mit Evidenz ergeben wird , sondern müssen uns fflr jetzt mit folgenden Be- 
merkungen begnflgen. Ans den Gleichungen (91.) folgt, dafs ganzen Werthen 
der Transformationsco£f&cienten immer ganze Werthe von aü, aV, aW ent- 
sprechen und dafs man sich folglich umgekehrt, um ganze Werthe der ersteren 
zu erhalten, keiner andern Werthe von ü, F, W bedienen darf, als solcher, 
die in den Formeln 

(15.) £7 = —, r = i^, fV= — 

enthalten sind, wo U\ V\ W ganze Zahlen sind. Löset man die Gleichun- 
gen (6.) bis (14.) nach a, ß, y; a', ß', /; a", ß", y" auf, so zeigt sich, 
selbst ohne diese Operation wirklich auszuführen, dafs in die Formeln fBr 
diese Unbekannten keine andern Nenner eingehen können, als erstlich der schon 
in Vf \\ fV enthaltene Nenner a, und zweitens die Determinante der Sy- 
steme CiH.)? (*)9 C^)^ deren Werth wie schon bemerkt =a(^/^—«/) = 
{fi^ — 9)^ ^^\ ^^d d^ 9^~P offenbar weggeschafft werden kann (am besten 
sieht man dies letztere ein, wenn man die Gleichungen (6.) bis (14.) so zer- 
fillet, dafs sie nur reelle Gröfsen enthalten), so sieht man, dafs die so erhe^ 
tenen Werthe von o^ ß u. s. w. höchstens i^ oder einen Theiler von a^ zum 
Generalnenner haben können. 

Aus diesem Allen Isfst sich wenigstens Folgendes schliefsen. „Es 
giebl keine andern Transfoyuationen von F in sich selbst, als solche, die 
in den Gleichungen (5.), d. h. in den die neun Gleichungen (6.) bis (14.) 
implicite vorstellenden Gleichungen 

(16.) (p[a,ß,y) = a.A; ^(«^ /?',/') = ^--4; 9^(«^ ß". y')-=l'.A 
enüialten sind, wo 

A = r+(r-f-Fr())i7-f(F+^F(>^}i^ ist, 

ü, V, W alle rationalen Zahlen mit dem Nenner^a oder einem tlieiler vc 
bezeichnen, die der Gleichung (4.) genügen. Und alle Systeme von a, /9 u. s. \ 
welche sich zu den verschiedenen Systemen V^ Vy W durch Auflösung von 
(16.) ergeben, und von denen nur die ganzen als Lösungen des Problems 
zugelassen werden dürfen, können, wenn auch Brüche, doch keinen andern 
Generalnenner haben, als a^ oder einen Theiler von a\^ 
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Wir wiederholen Dochmals, um der vollkommenen Strengte nichts zu 
vergeben und nm jedes MifsverstAndnifs zu verhüten, dafs es nach dem Bisherigen 
mög^ch sein könnte, dafs vidleicht die Formel (16.) fflr alle Werthe von ü, 
V, Wf deren Generalnenner ein Theiler von a ist, kein einziges ganzes Trans- 
formationssystem (1.) lieferte; indessen wissen wir bestimmt, dafs es keine an- 
dern Transformationen yonF in sich selbst geben kann, die nicht durch (16.) 
geliefert würden, und dafs die gebrochenen Werthe von a, ß u.s. w., welche 
(16.) giebt, keinen andern Generalnenner haben können, als einen solchen, 
der in n? aufgeht; und alle diese Resultate gelten fOr jede zweite, von^P ver- 
schiedene Form, wenn man an die Stelle von a den ersten CoöfBcienten dieser 
neuen Form und an die Stelle von (p den ersten Linearfactor dieser neuen 
Form setzt. 

III. „Es sind zwei aeq[uivalente associirte Formen F^ und F, so wie 
Mue Transformation (natflrlich mit ganzen Coöfficienten) 

(17.) A, /?;, ß:\ 

von JPi in F gegeben: man soll alle Transformationen finden, welche dieselbe 
Wirkung hervorbringen.'* 

Es sei ^F auf dieselbe Form gebracht, wie oben in IL; es sei a^ der 
erste CoöfBcient von Z^^, und 

alF, = (a|ii|+iiri+A;ir4)(«,iri4-^,ri-j-u>0(fl4ii^ + i^,r,4-v>^ 

wo Ai, l\ u. s. w. eben so aus ft|, Ci u. s. w. zusammengesetzt sein sollen, wie 
oben, l, l' Vi. s. w. aus i> c u. s. w. Man erhfilt nach I. dieses Paragraphen 
alle gesuchten Substitutionen, und jede nur einmal, wenn man das System (17.) 
mit allen Substitutionen von F in sich selbst zusammensetzt, also mit allen 
Systemen (1.), welche sich aus den Formeln (16.) als ganze Systeme (d.h. als 
Systeme mit ganzen CoÖfGcienlen) ergeben; ferner erhellet aus I., dafs, wenn 
man bei dieser Zusammensetzung den Formeln (16.) nicht blofs die ganzen, 
sondern alle Systeme (1.) entlehnen wollte, der Generalnenner des zusammen- 
gesetzten Systems (d. L der Generalnenner seiner CoSfBcienten) gleich sein 
würde dem Generakienner des angewandten Systems (1.), also ebenfaUs, wie 
dieser, ein Theiler von a\ Da nach der Voraussetzung F^ in F durch (17.) 
übergeht, so kann man, wie aus dem Beweise des Lehrsalzes 5. in §. 5. her- 
vorgeht, a, l, l', wie folgt ausdrücken: 
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(18.) 



X ^ y.(«^/>;.K)V.(«.»/?.>y.)af.(«.»/f.,yt) 

A' = yi(«V>/>y>yY)v.(«i>/>.>y.);t.(«.>/>.>y.) 

«I» 

SidwÜtoirt man diese Werthe in den Formeln (16.)) so ergiebt sich 

9»i(«nÄ,yi)« +yi(«'i+/5'i+/i)/? +(pi«iß'!ir'!)r =9'i(«n/'nyi)--^» 

yiCttn/^My.)«' -f-y.(«'i+/5'+y;)/?'+y.(«r,/5;',y;')/=y.(«M /?;, y;).^ 

Die Zosammenselzung der Systeme (17.) and (1.) liefert das folgende System: 

wo 

ist. Es kommt also jetzt darauf an^ die Buchstaben a, ß, y, a', ß^, y', a", ß*', y^' 
aus den Gleichungen (18.) zu bestimmen und ihre Werthe in (19.) su setzen, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, die eben geschriebenen Buchstaben auf 
irgend eine Weise zwischen den Gleichungen (18.) und (19.) zu eliminiren. 
Diese Elimination ist leicht; denn jene Buchstaben fallen von selbst aus (18.) 
heraus, wenn man Oberall links die Multiplicalion ausfahrt, und man erhfilt 
die einfachen Formeln 

ü,a\^X,ß',-\-X\Y\ =yi(a;,/9;,y;).j, 

oder 

Vi{^,ßnr2) =^ Vii^'i.ß:.ri)^^> 

yiK,/?;',^) = 9>i(«;sÄ',yr).ii- 

Diese höchst einfachen Formeln, welche neun Gleichungen reprisentiren, 
liefern, naoh a^, ß^ u. s. w. aufgelöset, alle Transformationen von F^ ini^ in eine 
derselben ausgedrückt. Es erhellet aus dem Gange der Rechnung, dafs A in 
diesen Formeln dieselbe Bedeutung hat, wie in (16.), und dafs alle Wertlie 
von A, welche in (16.) ganze Systeme geben, auch hier in (20.) ganze 
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Systeme liefern werden ^ w&hrend alle Werthe von J, wdche dort gebrocheie 
Systeme geben, anch hier gebrochene Systeme, nnd awar mit demselben 6^ 
neralnenner, wie dort, geben werden; so dafs also dieser letztere immer ein 
Theiler von a^ sein wird; endlich, dal^ es keine andern Transformationen von 
JPt in F gi>bt, als die in den Formeln (20.) enthaltenen. 

Wir wollen jetzt mitHfllfe der Formeln (20.) alle Substitutionen snchen, 
durch welche die Form Fi in sich seihst flbergeht. Offenbar lassen sich 
nach I. alle diese Substitutionen finden, wenn man alle Substitutionen von 
Fi in F (und diese sind durch (20.) gegeben) mit Irgend einer bestimmten 
Substitution von F in Fi zusammensetzt. Nun ist eine Substitution von F in 
Fl gegeben, nflmlich die umgekehrte von (17.) 9 d. h. die folgende: 

>i>i-/3iK, «,yr~«;>., «i'A~«./3r) = a, /y,, ä' 

welche offenbar ganze CoefGdenten hat. Die Substitotionen (18".), mit dw 
eben geschrieboien zusammengesetzt, geben 

yo yU ^4 

wo die Gleichungen für a«, a\ u. s. w., welche wir zur Erleiditerung des 
Druckes nicht hinschreiben, leicht nach dem Schema (19.) gebildet werden 
können; man findet z. B. 

«, == a,{(¥iYi-(riY\)^^a:,(ßlr,-ßiY:n^ 
u. s. w. Es handelt sich jetzt darum, aus den eben erwfthnten Oleichnngra, 
von denen blofs die erste hingeschrieben ist, und aus den Gleichungen (20.) 
die Buchstaben o,, ß^u. s. w. und, wo möglich, auch die Buchstaben a^, 
/?! u. s. w. zu eliminiren. Diese Elimination ist eben so leicht, wie die wei- 
ter oben ausgeführte. In der That: wenn man von den Formeln (20.), 
d. h. von den Formeln 

ai(h'\-hß2'\-Kr^ = -^(«i«i+^iÄ+^iyi)^ 

aiO^^Xiß^i^Kf, = Aiflia'i^liß^l-irKY^) 
die erste mit a^, die zweite mit ß^^ die dritte mit y^ multiplicirt, addlrt und 
bei dieser Addition die einfachsten Eigenschaften der Determinante (des Sy- 
stems (17.)) berücksichtigt, so erhfilt man einfach: 

46* 
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Moltiplidrt man dagegen die erste, zweite, dritte der drei Glndrangm rei^. 
mit a',, ß'i^ /i and addirt, so kommt 

mi moltiplicirt man endlich jene drei Gleichungen resp. mit <4% ß'U /» ^md 
addirt, so ergiebt sich 

Durch diese drei Formeln, in welchen alle fiberflOssigen Buchstaben von seibat 
herausgefallen sind, und welche sich kflrser so sehreiben lassen: 

191 («4, ß*, r*) = «i-^» 
y.«, Ä', yr) = AM, 

werden also, wenn man sie nach a« u. s. w. auflöset, alle Substitutionen von 
F\ in sieh selbst gegeben. In diesen Formebi hatil dieselbe Bedeutung, wie 
in (20.) und in (16.), nnd es gilt überhaupt von (21.) Alles, was oben 
von (20.) gesagt wurde. Man wird bemerken, dals die Formeln (21.) von 
der Form F, deren wir zu ihrer Erlangung bedurften, ganx unabhängig 
sein würden, wenn sie nicht noch durch die Werthe, welche man dem A zu 
geben hat, mit den Formeln (16.) verknüpft wären. Dieser letztere merk- 
würdige Umstand wird Jetzt dazu dienen, die beiden oben in IL gemach- 
ten Behauptungen vollstfindtg zu erweisen und dadurch alle Resultate von 
der Unsicherheit zu befreien, mit welcher sie bis jetzt behaftet waren, und 
welche darin bestand, dafs man nicht genau wufste, welche Werthe ü, F, 
W, also auch^, in den Gleichungen (16.) erhalten müssen, damit diese Glei- 
chungen ganze Werthe für die Transformationscoöfficienten a, ß u. s. w. liefern. 
In der That : da wir bisher gar keine weitere Annahme über die Form 
t\ gemacht haben, als dafs dieselbe der Form F aequivaleut sein soO, und 
da nach $. 7. I. immer Zahlen durch F dargestellt werden können, welche zu 
einer beliebigen Zahl z. B. a relative Primzahlen sind: da folglich nach %. 6. 
F immer in eine aequivalente Form transformirt werden kann , deren erster 
Cofifficient zu a relative Primzahl ist: so kann man annehmen, dafs a^ zu a 
relative Primzahl ist. Diese Annahme werde gemacht. Bestimmen wir jetzt, 
ohne alle RücAsfcht auf das Vorhergehende und unabhüngig von den For- 
meln (21.), bloft nach Anleitung von 11. dieses Paragraphen, alle Substitutionen 
von Fl in sich selbst, so findet sich, dals dieselben in den folgendra Formeln 
enUialten sind: 
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wo A,= ü,^'{V,-^W,Q)r].^(r,-\'W,Q')&, und ü;, F4, 1F, ane ratio- 
nalen Zahlen mit dem Nenner Hi oder einem Theiler von Hi yorstdlen, die 
der Gleichung (4.) genügen. W&re es nun, gegen unsere ei^ste oben in II. 
aufgestellte Behauptung, möglich, dafs gebrochene Werthe von U, V, W (mit 
dem Nenner a oder einem Theiler von «) in den Formeln (16.) ganze Sy- 
steme lieferten, so mflfsten auch in den Gleichungen (21.) dieselben gebroche- 
nen Werthe von ü^ V, W ganze Systeme für o«, ß^ u. s. w. geben; diese 
speciellen ganzen Systeme können aber offenbar in den Gleichungen (22.) nicht 
enthalten sein, weil dort U^^ F«, W^ nur Nenner erhalten, welche Theiler 
von Hl sind, und a und «i keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; also mflfete 
es ganze Systeme für o«, /?« u. s. w. geben, die in den Formeln (22.) nicht 
enUialten wfiren; was dem oben in II. Bewiesenen widerspricht. Es müssen 
also nolhwendig von den Formeln (16.), also auch von den Formeln (20.) 
und (21.), alle gebrochenen Werthe von ü, V, W ausgeschlossen werden: 
also müssen auch von den Formeln (22.) alle gebrochenen Werthe von IT«, 
F4, IF4 ausgeschlossen werden. Zweitens ist zu beweisen, dafs für alle gan- 
zen Werthe von 17, V, W die Formel (16.) immer ganze Werthe der Trans- 
fbrmalionscoSfficienten liefert. Wfire es mOglich, dals einem bestimmten Systeme 
ganzer Werthe von 17, V, W in (16.) gebrochene Werthe der Transforma- 
tionscoefficienten entsprSchen, so könnte der Generalnenner dieser letzteren 
doch nur ein Theiler von a? sein, und derselbe Generalnenner mflfste sich zu 
demselben System ü, V, fF, für die Transformationscoßfficienten a^ , ß^ u. s. w. 
aus (21.) ergeben. Aber wenn man, was erlaubt ist, in den Formeln (22.) 
U4 = ü, Fl = V, FF4 = fV, d. h. diesem speciellen Systeme gleichsetzt, 
welches wir jetzt gerade im Auge haben, so folgt ans diesen Formeln (22.) 
nach II., dafs der Generalnenner von a«, ß^ u. s. w. nur ein Theiler von aj^ 
sein kann; es mflfste also der Generalnenner dieser Zahlen a«, ß^ u. s. w. 
zugleich ein Theiler von o^ nach (21*) ^ and zugleich, nach (22.), ein Theiler 
von a^ sein; was sich widerspricht, da a und Oi relative Primzahlen sind. 

Da die beiden Behauptungen in II. jetzt unzweifelhaft bewiesen sind, 
so können wir die gewonnenen Resultate vervollständigen, Indem wir hinzu- 
fügen, dafs in den Formeln (16.), (20.), (21.), (22.) U, V, W nur ganze 
Werthe vorstellen und dafs alle ganzen Systeme U, F, FF, welche der Glei- 
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chung (4.) genflgen, nach und nach in diese Formehi gesetzt, immer ganse 
Werthe der Transformationscoefficienten liefern. Nach dieser Bemerlrang fallen 
die Formeln (21.) und (22.) als identisch zusammen und drücken nichts an- 
deres fOr die Form Fx aus, als was durch (16.) schon für die Form F ge- 
geben ist, wehrend die Formeln (20.) ihrerseits wieder (16.) als specidlen 
Fall enthalten, wenn man fikr das System (17.) das folgende annimmt: 

1,0, > 

0, 1,0 }, 

0, Ü, 1 J 

durch welches jede Form in sich selbst fibergeht. Wir können daher folgen- 
den merkwürdigen Fundamentalsats fOr die Transformalion der associirten For- 
men aufstellen. 

Lehrsatz 6. 
y^Wemn zwd aequivalenle Formen Fund G durch die Suöstitutian 

ßj ß'ß ß" \ ^^ einander übergehen ^ und man setzt 

y. Y'^ Y" ^ 

a'F= <p{u,v,w)tp{u,v,w)xiu,v,w)^ 

so erhält man alle möglichen Substitutionen von F in G' aus den Formeln 

/y(«i,/?.,/i) =.y(«. ß. y)(l7-f Fiy-fZ*), 
(1.) UC«;, /^ii /i) = V« ß's /)(U-\-Yr,^Z&), 

W(«r, ß:, /;) = yc«''./?",n(f^+i'^+z^). 

wenn tnan nach und nach in diese Formeln statt Uf V, W alle reellen 
gofizen Zahlen einfahrt , die der Gleichung 

(II.) ü'JrPPi Y'-{^pp,Z^ — 3püYZ = 1 

genügen (deren allgemeine Lösung in S*4. gegeben wurde), und wenn man fßr 

jedes System von Lösungen dieser unbestimmten Gleichung aus den neun in 

(I.) implicite enthaltenen Gleichungen die Werthe von a^ , ßi u. s. w. bestimmt, 

welche sich aus diesen neun Gleichungen immer als ganze Zahlen ergeben.'" 

Vermöge dieses Resultats l&fst sich die Lösung aller bisher behandel- 
ten Fragen vervoUständigen. Dies wird der Gegenstand des folgenden Para- 
graphen sein. 

S. 9. 

Wir beschfiftigen uns zuerst mit derjenigen Frage, welche die Dar- 
stellung der Zahlen betrifft. Damit eine gegebene positive Zahl M durch eine 
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ebenfalb gegebene assodirte Fonn F (eigentlidi) darstellbar sei, ist es nach §. 6. 

erforderlich und hinreichend, dafs eine redndrte Form mit dem ersten Coef- 

ficienten^ existirt, die der FormjF aequivalent ist; und ans jeder reducirten 

Form dieser Art leitet man eine Gruppe von Darstellungen ab, indem man 

nach und nach die Variabeln der Form F resp. den drei ersten Coefficienten 

in allen möglichen Substitutionen gleich setzt, welche F in diese bestimmte 

reducirte Form verwandeln. Es sei a, ß, y ^^^^ specielle Darstellung von 

M durch F, so dafs also nothwendig F durch eine Substitution, deren erste 

CoSfficienten a, ß, y sind, in eine reducirte Form mit dem ersten Godfficienten M 

fibergeht. Um alle Darstellungen derselben Gruppe zu finden, ist nur nö- 

thig, alle Substitutionen aufzusuchen, welche dieselbe Wirkung hervorbringen, 

oder vielmehr, nur alle ersten Cofifficienten dieser Substitutionen. Diese ersten 

CoSfficienten sind nach dem vorigen Paragraphen durch die folgende Formel 

gegeben: 

(1.) y(a„Ä,y,) = V(a,ß,r){ü+Yf]+Z&), 

wo, wie oben, 

a^F = y (ti, V, w) y/(u^ v, w) x(u, v, w) ist 

Diese Formel, welche implicite 3 Gleichungen enthalt, liefert, durch die Auf- 
lösung dieser 3 Gleichungen nach a^, /9|, y^ fOr jede Lösung der unbestimm- 
ten Gleichung 0== 1 (1I.)> ^U^ Darstellungen o^, /9|, y^ einer Gruppe, in eine 
specielle a, ß, y derselben Gruppe ausgedrfickt 

Setzt man der Kürze wegen 

17-f Yri-\^Z& = A 
und die beiden correspondirenden Ausdrflcke = B und = C, und bezeichnet 
diejenigen Werlhe von Äf B, C, welche einer Fundamental -Auflösung der 
Gleichung ^=1 entsprechen, durch 

31, Ö, <S, 
so sind nach $. 4. alle Werthe von A durch die Formel 

A = 21'" 33'^ 
gegeben; wo m und n alle ganzen Werthe von — cc bis -f-^ durchlaufen: 
also erhält man 

(2.) (pia,,ß,,ri) = y(«./?,y)3l'~»'' = ip{a,ß,Y)A. 
Es werde, um abzukürzen, 

<P{^i^ßi,Yi) = y> V(«i, Ä, yi) = V'. Xi^iyßiyri) = z> 
gesetzt Bedient man sich der CharacterisUk Log in demselben Sinne, wie in 
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§. 4.<) nfimlich um don natOrlichen Logarithmen des absoluten Werthes einer 
reellen Zahl auszudrücken, so geben die Gleichung 

^=:g>^^.A uud ihre correspondirende tf;^=^%. B: 
Logy — pLogv = Log^ü — pLogVo+Log-4— pLogÄ. 
Aber alle Werthe von hogA—^LogB sind nach §. 4. durch die Formel 

LogA—QLogB = (»•-}-i«p)(Log3l— (>Logiö) 
gegeben, also kommt 

Logy — pLogV^ = Log^o — (>LogVü + («+»?)(I-ogÄ — pLog33)' 
oder 

rQ \ Logy — gLogv^ _ ^ I tin I '^Qgyo — g^QgV^o 
^"^'^ Loga-pLog» ■" ^T^^T Log« -pLog» 

Die Gleichung (3.) ist eine nothwendige Folge von (2.) ; aber ebenso ist um- 
gekehrt (2.) eine nothwendige Folge von (3.); folglich giebt (3.)) ebensowohl 
wie (20 , alle Darstellungen einer Gruppe von M durch F, und jede nur einmal. 

Stellt man sich die beiden Quotienten rechts und links in (3.) auf die 
Form /i'\'yQ gebracht vor, so sieht man, dafs ein, und nur ein Werth von m, 
und ein, und nur ein Werth von n existirt, welcher macht, dafs der reelle 
Theil sowohl, als der Coefficient von q in dem Quotienten links, ^0 und <C 1 
wird; es giebt plso eine und nur eine Darstellung in jeder Gruppe, für welche 
diese letztere Bedingung erfOllt wird. 

Wenn man, ehe man die Logarithmen nimmt, die Gleichungen 9> = 9o*^ 
y;=:^^.J? erst mit einer beliebigen positiven Constante k multiplicirt, soer- 
htit man statt der Gleichung (3.) die folgende: 

fA^ Log(ty)~pLog|&y) _ n, I n^ [ Lcgdry^)— gLog(*i^o) ^ 
^^'^ Log« -pLog© — iü-r'»P1- Loga-pLog© ' 

und in dieser Gleichung giebt es ebenfalls immer ein, und nur ein System m, n, 
fQr welches der redle Theil und der Cofifficient von (f des Quotienten links 
^ und <! 1 ist. Nun sind der reelle Theil und der CoSfficient von (f in 
diesem Quotienten resp. gleich 

y l(Log^+Logf&) Log(*9))+Logö.Log(*V')], 

l[Log:Ö.Log(A:y) — Log2l.Log(*v/)], 
wo 

a = (Log31 — (»Loga3)(Logat — p'LogQ3) = iV(LogÄ — pLog») 
wie in $. 4. die Norm des Regulators der Fundamental -Auflösungen der 
Gleichung 4^ = 1 bezeichnet, also das Minimum unter allen Werthen, welche 
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• 
N{^%A—^ho%B) erhalten kann. Diese voUkommen bestimmte, immer positive 
und nur von dem Werthe der Primzahl p abhängige Constante a wird oft in 
den nachfolgenden Untersuchungen erscheinen. Wir schliersen hieraus folgen- 
den Satz. 

Lehrsatz 7. 
^ Unter der Totalität der üarstellungen einer Gruppe befindet hich 
immer eine, und nur eine, für welche die Bedingungen 

j ^ (Log2l+Log^>3)Log(Äy)-f LogrÖ.Log(ÄV') < o, 
j ^ Log» . Log (kq)) — Log 21 . Log (ktp) < a 
erfüllt werden, während k eine beliebige positive Constante bezeichnet:'' 

Es ist gut, zu bemerken, dafs die Constante A, obwohl unabhängig von 
den Variabein der Form F, doch als eine Function von M und von beliebi- 
gen andern Zahlen angesehen werden kann , und dafs die Darstellung , welche 
vermöge der Ungleichheitsbedingungen (5.) aus ihrer ganzen Gruppe heraus- 
gehoben wird, mit dem Werthe von k varürf. 

Man betrachte noch einmal die Gleichung (4.). Auftier dem vorhin 
berflcksichtigten System m, n giebt es noch ein anderes, welches ebenfalls 
eine merkwürdige Eigenschaft hat; nämlich dasjenige, welches bewirkt, dafs 
der reelle Theil und der Coefficient von (> links beide ihrem absolutem Werthe 
nach ^ J werden; för dieses System m, n wird offenbar die Norm des Quo- 
tienten links in (4.) ^J, also kommt 

(6.) N(Log{k(p)-QLog{ktp)') ^ |(T. 
Es giebt also immer Darstellungen in jeder Gruppe, fflr welche dieser letzte- 
ren Bedingung (6.) genflgt wird, obgleich sich nicht behaupten läfst, dafo 
es nur eine solche Darstellung giebt: diesen Vorzug besitzen nur die Bedin- 
gungen (5.) , während es in Hinsicht auf (6.) je nach der Natur der Gruppe 
eine, zwei, oder drei, aber nie mehr, ihr genflgende Darstellungen geben 
kann. Dieser Umstand hängt mit einer Eigenschaft einer Ellipse zusammen, deren 
Gleichung zwischen rechtwinkligen Coordinaten a?'-f ^.>'"fy^=i 'st, nemlich, dafs 
sie, auf em Gitter, wie es in der Abhandlung „Geometrischer Beweis u. s. w/' 
defijiirt wurde, in verschiedenen Lagen und Verschiebungen gezeichnet, bald 
einen, bald zwei, bald drei Gitterpuncte, aber nie mehr, in ihre Fläche auf- 
nehmen kann. Es wäre interessant, im Allgemeinen die Wahrscheinlichkeit 
anzugeben, welche jeder dieser drei Fälle hat. 

Aufgabe. „Es ist eine positive ganze Zahl M und eine associirte 
Form F gegeben: man soll entscheiden, ob M durch F darstellbar ßei, oder 
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nicht; und man soll im ersten dieser beiden Fälle alle Darstellungen angeben^ 
deren M durch diese Form ffihig ist.'' 

Nach dem Lehrsatze 7. kommt die Aufgabe offenbar darauf hinaus, zu 
untersuchen, ob es ganze Werthe ohne gemeinschaftlichen Theiler der Varia- 
bein der Form giebt, für welche die Bedingung 

(7.) yv^;: = ö^3i 

und zugleich die Bedingungen (5) erffilli werden: existiren gar keine solchen 
Wertbe, so giebt es auch. keine Darstellungen von ilf durch J^V Ins entgegen- 
gesetzten Falle liefert jedes diesen Bedingungen genfigende System von Wer- 
then der Variabein, statt a, ß, y in die Formel (2.) gesetzt, eine Gruppe 
von Darstellungen; alle diese Gruppen werden verschieden sein, und es kann 
keine Gruppen geben , die nicht auf diese Art gefunden worden. Alles kommt 
also darauf an«, den Bedingungen (5.) und (7.) gleichzeitig zu genfigen. 
Die Ungleichheiten (5.) geben 

iVCLogCÄ-^)) — pLog(Ä^)) <: 'Ja. 
Da diese Bedingung sich auch auf die beiden folgenden Arten schreiben läfst: 
{Log(A:9^)+!>Log(*v/)P-f.3Log(Ary)' < Sa, 
pLogfA:^))-!- Log(Av/)}'-i-3Log(ÄV')' < 8a, 
so hat man um so mehr noch 

Log(A:^y < |a. Log (An//)'' < |a, 
folglich 

- ii\o) < Log(A:y) < y(|a), - i{\ a) <: Log[kl^^) < y{f a). . 
Durch diese letzteren Bedingungen sind ganz bestimmte untere und obere Gren- 
zen ffir die od^o/if/^n Werthe (d. h. ohne Rficksicht auf das Vorzeichen) von 

9 und rp gegeben, also auch für den absoluten Werth von — - ; aber aus (7.) 
folgt X = ^'^ ? mithin liegt auch ±,x zwischen einer ganz bestimmten un- 
tern und obem Grenze. Diese Grenzen seien für den absoluten Werth von 
(p der Kürze wegen durch i, Ä', für *ßn von i^ durch fjb, fM\ für den von x 
durch V, v' bezeichnet, wo dann l, V, fXy fjJ, v, v* vollkommen bestiropfite 
positive Constanlen und zwar Exponentialfunctionen von a sein werden. Da 
nun q>xpx = ä^M, also immer positiv ist, so lassen sich für (p, yj, x ^^^ 
folgende Zeichencombinationen denken: 

Also sind folgende vier Systeme von Ungleichheiten zu berücksichtigen: 
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.k <</?<A' 

— ,u'<v/< — ^ 



y <,x<y'> 



— A'<9?< — i 

— y'</<— y 

und da alle vier dieselbe Behandlung zulassen, so betrachten wir nur das erste. 
Da (pj yj, X offenbar lineare homogene Functionen der Variabein von der Form F 
mit reellen Coef&cienten sind, so kommt jetzt Alles darauf an, eine Regel an- 
zugeben , nach welcher sich aus einem System von Ungleichheiten von der Form 

Ik <Z au-fa^v-^-a^'w <C k*, 

alle ganzen Werthe für u, v, w finden lassen, welche demselben genügen; 
Cj a', a**, ß U.S. w. sind gegebene reelle Werthe. Man sieht zunAchst, dafs 
die Anzahl dieser ganzen Systeme u^ v, w immer endlich sein wird: denn 
betrachtet man das Problem als ein geometrisches, so sieht man, dafs alle 
Puncto u, 9, w (auf rechtwinklige Coordiuaten bezogen), für welche diese 
drei Bedingungen erfüllt sind, innerhalb eines Parallele/ripedums liegen, dessen 
parallele Seiten -Ebenen durch die Gleichungen 

au-\'a't>'\'a"w = k und ^= JL', 

ßu\'ßV'\'ß''^' =-' ^^ und = fi% 

yii-|y't;~j-y''ti? == v und ^= v* 
resp. gegeben, sind; so dafs also weiter nichts verlangt wird, als alle innerhalb 
dieses Parallelepipedums liegenden WÜrfelpuncte (vergl. $. 4. IV.) zu finden. 
Man könnte hierauf eine Lösung gründen, indem man nach geometrischen Prin- 
dpi'en die am weitesten hiuausliegenden Puncto des Parallelepipedums nach 
oben und nach unten, nach vom und nach hinten, nach rechts und nach links 
suchte, und daraus Grenzen für u, v, w selbst erhielte; aber wir wollen das 
Problem rein analytisch behandeln. Man eliminire aus den obigen Ungleich- 
heiten, ganz auf dieselbe Weise wie bei einem linearen System von Gleichungen, 
vermittels der bekannten Methode der Multiplicatoren nach und nach je zwei 
von den drei Variabein, wobei man nur die Vorsicht zu beobachten hat, dafs. 
man, wenn ein Multiplicator negativ ist, alle Zeichen <; in ;> verwandele, 
oder, was für die practische Ausführung am bequemsten ist, dafs man in diesem 
Falle die drei Glieder, aus denen die Ungleichheit zusammengesetzt ist, in 
umgekehrter Ordnung schreibe, so dafs man z. B. ,' wenn man v und w eiiml- 
niren will, und der Multiplicator ß'y"—ß''y' negativ ist, als erste Zeile 

(ß'/'—ß'y')k'<:(ß'/'—ß"y)au'\'etc. <(ß'/'—ß'y)k 

47» 
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zu schreiben hat. Beobachtet man dieses Verfahren, indem man jede der drei 
Ungleichheiten mit geeigneten Multiplicatoren mulliplicirt, und addirt dann jedes- 
mal die Resultate, so wird man zu drei Ungleichheiten von der Form 

^<tt<^', ^i<r<^;, A^<^w<:^A[ 
gefOhrt, welche eine nothwendige Folge der obigen sind; so dafs nun die 
ganzen Werthe» von u, v, w in vollkommen bestimmte Grenzen eingeschlossen 
sind. Man beachte, dafs diese Methode ebenso auf lineare Ungleichheiten mit 
beliebig vielen Variabein angewandt werden kann, und dafs auch hier, wie bei 
den Gleichungen, die hinreichende Bedingung der Möglichkeit der Lösung darin 
besteht, dafs die Determinante des Systems einen von Null verschiedenen Werth 
haben mufs ; diese Bedingung wird bei unsem vier obigen Systemen erfüllt, weil 
ihre Determinante, wie schon öfter bemerkt, = — 9pa^ ist. 

Von den auf diese Weise aus den vier obigen Systemen gefundenen 
ganzen Werthen fQr u, v, w mfissen zuerst diejenigen ausgeschlossen wer- 
den, welche einen gemeinschaftlichen Theiler haben; alle flbrigen müssen 
in die beiden Bedingungen (5.) und (7.) eingesetzt werden; alle diejenigen 
von ihnen, welche diesen beiden Bedingungen zugleich genflgen, geben ebenso 
viele Lösungen der Aufgabe ; alle übrigen sind zu verwerfen. — Wir kommen 
jetzt zu der Aequivalenz der Formen. 

Aufgabe. ^'£s sind zwei associirte Formen F und G gegeben: man 
soll entscheiden, ob dieselben aequivalent sind, oder nicht, und im ersten Falle 
alle Transformationen von F in G suchen."" 

Es sei a der erste Coöfficient von F; man verwandle nach Anleitung 
von $. 6. F in eine reducirte Form mit dem ersten Coöfficienten a; diese 
sei R. Je nachdem nun G und R aequivalent sind, oder nicht, werden auch 
F und G aequivalent sein, oder nicht. Damit aber G und R aequivalent seien, 
ist nach $. 6. erforderlich und hinreichend, dafs es eine Darstellung von a 
durch G gebe, deren Gruppe zu der reducirten Form R gehört. Man suche 
folg^ch nach der vorigen Aufgabe alle Gruppen von Darstellungen der Zahl' a 
. durch die Form&» oder vielmehr aus jeder Gruppe eine dieser Darstellungen; 
zu jeder der so gefundenen Darstellungen a, ß, y, deren Anzahl offenbar end- 
lich ist, bestimme man nach §. 6. sechs ganze Zahlen a', ß\ /, a", ß'^, y'', 
von der Art, dafs die Determinante des Systems 

a, a', a" 

ß, ß', ß" 



r> r> 7 



ti 
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der Einheit gleich wird, und dafs G durch die eben geschriebene Sabstitution 
in eine redncirle Form mit dem ersten CoSfficienten a fibergeht. Diese Ope- 
ration, der Reihe nach auf alle gefundenen Darstellungen angewandt, liefert 
offenbar nach §. 6. alle zu a gehörigen und der Form G aequivalenten redu- 
oirten Formen. Wir haben also nur noch zu untersuchen, ob sich unter die- 
sen reducirten Formen eine befindet, welche mit R identisch ist. Ist dies der 
Fall, so liefert die hiemach bereits bekannte Substitution jS» von G in R^ in 
Verbindung mit der ebenfalls bekannten T von F in R^ eine Substitution von 
F in G, nämlich die Substitution ^X-g-i aus welcher sich vermöge der For- 
meln des $. 8. alle übrigen berechnen lassen. Im entgegengesetzten Falle, 
d. h. wenn keine der zuletzt erwähnten reducirten Formen mit R identisch ist, 
können auch F und G nicht aequivalent sein. 

Man sieht, dafs die Beantwortung aller eben behandelten Fragen von der 
Kenntnifs einer Fundamental- Auflösung der Gleichung 0=1, d. h. der Gleichung 
(8.) u''\^pp,f-\^pp,z'—^puyz^\, 

abhängt. Es wird daher gut sein, eine, wenigstens theoretisch ausführbare, 
wenn auch nicht in practischer Hinsicht zweckmüfsige Operation anzugeben, 
durch welche man eine Fundamental -Auflösung dieser Gleichung finden kann. 
Es sei Uf V, w irgend eine Lösung der Gleichung (8.), welche man 
auf einem beliebigen Wege, z. B. durch die Principien der Kreistheilung, 
nach $.4. lÜ. suchen kann, deren Auffindung also immer möglich ist; es seien 
Jui^ 00 9 Q, die dieser speciellen Auflösung entsprechenden Werthe der drei 
correspondirenden Linearfactoren von 0, und es werde der hiernach vollkom- 
men bekannte Ausdruck 

N(LogA^ — ()LogB^)^ =T 

gesetzt. Um nun eine Fundamental -Auflösung zu finden, haben wir zufolge der 
Definition derselben nichts anders zu thun , als diejenigen ganzen Werthe von 
u, V, w zu suchen, für welche erstlich die Norm des Regulators ^r, also 

(9.) iV(Logil-pLogB} ^ T 
wird; welche Werthe zweitens der Gleichung (8.) genügen, so dafs also 

(10.) ABC = 1 
ist, und für welche aufserdem drittens die Norm des Regulators ein Minimum wird. 
Eine nothwendige Folge der Bedingung (9.) ist (Log Ji)^ <C |^> (LogÄ)^ <;|t, 
folglich 

- f (1^) < Log^ < yHr) , - yHr) < Log B < >^(|T). 
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Dadurch ergeben sich^ wenn man von den Logarithmen zu A und B selbst 
übergeht, ganz bestimmte positive obere und untere Grenzen far die absoluten 

Werthe von Ä und B; also wegen C =: -jy^ ergeben sich auch ganz be- 
stimmte unlere und obere Grenzen für den absoluten Werth von C Diese 
Grenzen sind für A und B dieselben, nämlich e'^^^'\ e^^^'\ und e"^**^«*') 
für Cf wo e für einen Augenblick die Basis der natürlichen Logarithmen 
bezeichnet. Man erhält hieraus für -4, Ä, C selbst vier Systeme von Un- 
gleichheiten, die alle von der Form derer in (12.) sind und folglich nach der 
obigen Regel aufgelöset werden können. Hieraus ergeben sich Grenzen für ti, 
V, w, und alle zwischen ihnen enthaltenen ganzen Werthe dieser Yariabeln 
müssen nach und nach in (8.) gesetzt werden. Nachdem man alle diejenigen, 
für welche letztere Gleichung nichterfüllt wird, verworfen hat, bilde man die 
Normen der Regulatoren für alle übrigen; die kleinste unter diesen Normen 
wird =:a sein, und die ihr entsprechenden Lösungen sind die Fundamental- 
Auflösnngen. 

(Der Schlufs folgt.) 
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25. 

Elementare Lösung einer Aufgabe über das ebene 
und sphärische Dreieck. 

(Von Herrn /. Steiner, Professor an der Universität zu Berlin.) 



JCiine elementare Aufgabe Ober das geradlinige Dreieck, die mir im Jahr 1840 
von Herrn Prof. Le/unus mit dem Wunsche zukam : f^eine rein geometrische 
Lösung derselben zu finden''' und die ich später gelegentlich Andern als 
Übungsbeispiel mittbeilte, ist in neuester Zeit in verschiedenen Druckschriften 
öffentlich zur Sprache gebracht und gelöset worden. IrrthQmlicherweise wurde 
aber die Aufgabe tfaeils mir zugeschrieben, theils nicht so elementar gelöset, 
als der Urheber derselben und ich es verlangten ; auch wurde der Gegenstand 
mit solchen Bemerkungen begleitet, welche meine einfache Absicht, die ich bei 
gesprfichsweiser Mittheilung der Aufgabe hatte, weit Obertreffen. Dies ver- 
anlafst mich — um Mifsverständnisse zu verhindern — meine eigene Lösung 
der Aufgabe, welche ich damals gefunden und Herrn Lehmus sogleich mit- 
theilte, hier nachträglich zu veröffentlichen; zumal da ein grofser Kenner der 
Geometrie, Herr Sturm, der von seinen Zuhörern und Andern verschiedene 
Lösungen besafs, die meinige fOr die elementarste hielt. Bei dieser Gelegen- 
heit werde ich zugleich auf die GrOnde aufmerksam machen, warum die Auf- 
gabe fOr die Rechnung umständlicher ausfällt, als man auf den ersten Blick 
vermuthet ; so wie auch die Aufgabe etwas allgemeiner fassen , und zuletzt auch 
die analoge sphärische Aufgabe behandeln. 



Aufgabe L 

fjWenn in einem geradlinigen Dreieck die zwei Geraden, welche 
dessen Winkel an der Grundlinie hälften und die bis an die Gegenseiten 
verlängert genommen werden^ gleich lang sind, so ist die Frage , ob dann 
das Dreieck gleichschenklig sei?'' 

Wenn also z. B. in dem Dreiecke ^CJ9 (Fig. 1. Taf. UL) Winkel a^a^^ 
Winkel ß=^ßi und die Gerade AD = BE oder a = b, so ist die Frage, ob 
AC=:BC oder, was auf dasselbe hinausläuft, ob a=iß sei? 
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Wollte man annehmen, die Winkel ot'und ß können ungleich sein, etwa 
«>/? (also auch «i>/?i), so zeigt sich die Unmöglichkeit leicht wie folgt. 

Vermöge der Dreiecke ^Z^0 und 0^^^ die nach Voraussetzung zwei 
Paar gleiche Seiten und dazwischen die ungleichen Winkel a und ß ha- 
ben, folgt, dafs BD>AE oder d>e und Winkel ADB>BEA (weil 
a,-f «-f/3>/3i4-/^"f «)- Diese Dreiecke denke man sich fOr einen Augen- 
blick (zur bequemeren Übersicht) in solche Lage gebracht (Fig. 2.), wo sie 
auf entgegengesetzten Seiten Ober derselben Grundlinie c = AB stehen und 
wo die Seiten den durch dieselben Buchstaben bezeichneten in Fig. 1. gleich 
sind. Da nach der Annahme a = b (d.i. AD = BE Fig. 1.}, so ist, wenn 
man die Gerade DE zieht, Winkel n=mj und daher, da Winkel D>E 
(d. i. Winkel ADB> BEA Fig. 1.), auch Winkel x ^y; woraus folgt, 
dafs e'^ä sein mufs; was dem Vorigen, d^e, widerspricht: demnach kön- 
nen a und ß nicht ungleich, und folglich mufs das vorgelegte Dreieck ACB 
gleichschenklig sein. 

Dieses ist meine oben erwähnte erste Lösung der Aufgabe. Die Schwie- 
rigkeit, welche die Aufgabe bei anderer Behandlung darbietet, mag ihren Grund 
darin haben, dafs die eine Voraussetzung nicht so absolut bestimmt ist, wie 
man auf den ersten Blick leicht glauben möchte. Denn wenn gesagt wird: 
„die Winkel an der Grundlinie werden gehalf let^^^ so ist dies sowohl auf 
die inneren als auf die ävfseren Winkel an der Grundlinie anzuwenden; was 
dann im Wesentlichen drei verschiedene Fälle giebt, indem nämlich, wenn man 
die bis an die Gegenseiten verlängerten Strahlen, welche die innem Winkel 
hälften durch a und b, und diejenigen, welche die Aufseren Winkel hälfien, 
durch ffi und b^ bezeichnet, entweder 

1. fl = 6, oder 

2. 11,= Ai, oder 
ia = *!, oder 

angenommen werden kann. Im ersten Falle (1.) ist nun, zufolge des obigen 
Beweise^, das Dreieck allemal gleichschenklig. Beim zweiten Falle (2.) kommt 
es noch auf eine nähere Unterscheidung an, ob nämlich a) beide Strahlen ^i , 6i 
die verlängerten Gegenseilen jenseits der Spitze C^ oder beide dieselben unter- • 
halb der Grundlinie AB treffen, oder ob ß^ der eine die Gegenseite jenseits 
der Spitze und der andere sie unterhalb der Grundlinie trifll. Unter der Bedin- 
gung (a.) ist das Dreieck gleichschenklig; dagegen unter (/i.) nicht. Im drit^ 
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ton Falle (3.) endlich vt da« Dreieck im Allgeneinea nidit gleichscheBUig, 
(nur scheint die Möglichkeit vorhanden zu sein, dafa ea m gana besondereai 
Falle gleichschenklig sein kann, w<>bei ea dann eher ein der Form nach ganz 
bestimmtes Dreieck ist, d. h. bestimmte Winkel hat). 

Da nun die Aufgabe alle diese Fslle f&r die Rechnung stillschweigend 
zugleich umfafst, so begreift man, wie diese, wenn sie nicht geschickt ange- 
griffen wird, auf höhere Gleichungen führen mnfs. 

FOr den genannten Fall (et), mit der Bedingung, dals beide Strahlen 
a^, 6| die Gegenseiten jenseits der Spitze C treffen, ist der Beweis dem obi- 
gen fast gleich. 

NftmKch Wollte man annehmen es sei a^> ßi (Fig. 3.)) so wftre 
P'\'ß:>q^a, und daher AE>BD (ab Seiten der Dreiecke ABB und 
BDA^ und y>x (als Winkel der Dreiecke BCE und ACD^ deren Winkel 
bei C gleich und wo a>ß). Bringt man das Dreieck AEB in die Lage 
von BEiA, wobei also BE^=^AE, yi = f, yi = yf ♦u=*i = ai, etc. 
und zieht die Gerade DE^^ so ist n:=m und ri>>x, also •»-fyi>n4-ar, 
folglich BD > BE, , oder BD > AE; was dem Vorigen, AE> BD, wider- 
spricht; woraus man schliefst, dafs c^, =/9( und somit das Dreieck ACB gleich- 
schenklig sein mufs *). 

Wenn dagegen beide Strahlen Hi , ö, . den Gegenseiten unterhalb der 
Grundlinie begegnen, wie in Fig. 4., so scheint der Beweis nicht auf analoge 
Weise Statt zu finden. Ich habe dafür den folgenden, minder einfachen 



Sotten a und ß ngleich sein können, etwa a>ß, so wfire BF^AF 
und daher FD > FE. Man nehme FG =^ FA und FH i= FE, so ist 
GB >= HD (weil nach der Voraussetzung AD = BE oder a^ = ft|). Ferner 
sind die Drriecke BF6 und EFA cengruent, daher a2=^a^=^a, mithin 
02 >> /9, , und (dglich mufs die Gerade GH der Seite CB jenseit D, etwa 
in K begegnen, und zwar unter einem Winkd y, welcher, wie leicht zu 
sehen, =2e ist. Nun tet, vermöge des Dreiecks Z^^IC^ Winkel a^T=C'\-D, 
daher a>ZI (da ««:a|), und mithin A/) > A^d. Nimmt man ÜTL <»= 0^ 

*) Man l[9ante übrigens auch wie folgt schliefgeu. Wäre a^> ß^^ so wlre auch, 
wie oben, r>x und p>q, und daher A€>B€; dagegen möfste, da die Dreieclie 
ACO und B€R, vermöge ihrer gleichen Winkel bei C und ihrer gleichen Seiten JD » BC, 
gleichen Kreisen eingeschrieben sind, and da ^>x ist, auch BC> AC sein; was sich 
widerspricht: daher mufs a^szß^ und demzufolge AC^BC sein. — Da dieser Beweis 
skh auf den Kreis «tatzt^ so ist er nicht so elementar, wie der obige. 

CnUe*i JoQmal f. d. M. Ed. XXyill. Heft 4. 48 
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so sind die Dreiecke BAG und BLG congruenl^ abo iaX fi=: §. Aber ab 
iii&erer Winkel des Dreiecks GLK ist ^i'^y^ abo ancb < >> y: was dem 
Vorigen % y=:2€, widersfurichi: folglich können a nnd ß nicht ungleich, d. k 
das Dreieck jf C0 ma& gleichsohenklig sein *). 

Die obige Anfgnbe (L) kann Ahngens auch etwas aDgemeiner gesielt 
nnd doch eben so leicht gdAset worden , nimliiA wie folgt 

Aufgabe IL 

tfWmnk dh WimM mn 4$r Grmnißmie eines Dreiecks im ßleiekem 
VerMin^ fftäeitt werJem, eo imfs a:a, = ß:ß,, und m^etm £e kis mm 
dbs Gff^ueHem Mrldiifertoi TkeHmn§s&sien AD mmd BE gUiek Imng 
simä^ so isi ^ fVm^y oi dmmm dms Dreieck fleicksekemkKg sei?^ 

Fir die FiUe Yon (Fig. 1.) nnd (Fig. 3.) lüst sich anf ihnliche Weöe, 
wie oben^ leigen^ dafs das Dreieck auch anler den gegenwirtigett Bedmgnn* 
gen«gleichs^enklig sein mnH 

In Ricksicht den sphiiriachen Dreiecks lassen sich die beiden ent- 
sprechenden An%aben mm Tbeil anf fast gkkhe Art eleBealnr 

Aufgabe IIL 

ifPr €Mi mie mesmem Mmmstj^imreMsomgem^ weicme eme 

ki^ftm, cw ätm Wimkeim 
ly ßieicm Imsrng simm, sm sei mieJFrmge^ ok 

E» sei w Dreieck ACE (Hg. 50 Wkkel « = «,, ß=ß, mi 4er 
AD^BK. Sdhca m mi ß a^kich scä Umtm, etwa 
« >/i« so Win Br>AF, mi *4er FD^FB. Jbm mIm FH^FA 
M« FG^FB, w iM «e Dreiecke AFE a^ HPß ij—hiwli glckk. 
ab» Wiikcl Jri>ejr Md ^ = a,. De das Dreieck B#0 
UWl hat ak das Drekek HPV» a» mfe m 
scM« db die 4» ktaktm: de» Wi^d bei F 

Üi^ea et •,>A (weil «.=«,>^J. dAer Hafc Winkel v>x. 
sa^aackx >'*«»- Da Ictwr die DvcseckeffJO «adiltfC a«ei 1 
glncke Scftea and dttariadM die a^kiekea WUM m^ß kika. se 
Saite ^>e (d. k mD>AEy Mm dcdU aick aas das OiciMk 
ia dv Life Taa «^11^, «• aftaick Wldkai «h=x, j^u^m^^ Si 
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e,= e (JBEt:=AE), etc isl^ so wird man — falls der Winkel DJBE,r=z 
/+/^T^i<^9 d. li. falls die Summe der Winkel an der Grandlinie AB 
im gegehenen Dreieck ACB kleiner als ewei Rechte ist — durch Hälfe des 
Hauplkreisbogens DE^^ auf ganz gleiche Weise wie oben bei Fig. 2«, auf 
den Widerspruch gefflhrt, dafs e^ >> d, also e^d sein mflfste ; woraus sodann 
auf die Glelchheii von a und ß, und daraus auf die Gleichheit von AC und 
BC geschlossen wird. 

Für die andere^ allgemeinere Aufgabe, wo die Winkel an der Grund-* 
llnie, statt gehftlflet. in irgend einem gleichen Verhiltnifs getheilt werden, 
folgt auf gleiche Weise, dafs das Dreieck gleichschenklig sein mub, falls die 
Summe der beiden Winkel an der Grundlinie kleiner als swei Rechte isL 

Wenn dagegen die Summe der Winkel an der Grundlinie grübet als 
sswei Rechte ist, so wird der Beweis fOr beide Aufgaben unbrauchbar. — loh 
begnüge mich mit dieser Andeutung und flberlasse es den Liebhabern, die voH- 
stAndige, aber möglichst elementare Lösung aufsufinden. 
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96. 
Von den Tielfiichen Punetea einer krammen Flaehe. 

(Von dem Heirn Prof. Umpfenbaeh in Gielseii.) 

Mßit Gleichung einer krummen Fläche sei F{Xf y, z) =sO; x,y^z seien die Coordinaien 
irgend eines Punctes A; x*f y', z* die Coor(tinaten eines andern Punctes A^ dersel- 
ben: so ist auch F{s*^y*yZ^)^Q. 

Man nehme A zum neuen Ursorune an; die Coordinaten von A^ in Beziehunjg 
auf denselben seien t, u^ v^ so ist, in der Voraussetzung , dals die neuen Axen den von- 

fen parallel sind, jr'rEx+f, y'^y+^'j »'«2;+^* esistalsoF(jp-f <,y-ff«. *+!;)= 0. 
[an entwickele das erste Glied dieser Gleichung nach dem Taylorachen Lehrsatze und 

. ÖF dF dF 

bemerice, dab F(Xfy,z)^0. Es sei ^aasP, ^t=(^, _sjt. j^an nehme t, u 

und V verschwindend klein an, so ergiebt sich Pt'^Qu'\^RvMsOd Dies ist dieGlei- 
diung einer Ebene, welche unendlich nahe bei dem neuen Ursprünge mit der krummen 
Fläcne zusammenfällt, d. h. es ist die Gleichung der berührenden Ebene an dieser Stelle. 

2. 
Wenn nun die ursprünglichen Coordinaten von Ji so beschaffen sind, dals sich 
durch deren Substitution P, y und R in Null verwandeln, so verschwinden in der 
Entwicklung die Theilsätae, welehe in Beziehung auf f , u und v von der ersten Di- 
mension sind, und es bleiben, wieder unter der Voraussetzung, dafs A* unendUch nahe 
bei A liegtv\nur die Theilsätze stehen, welche in Beziehui?«' auf I, u und t; von der 

.. T^ • j c • * öP BP dO , BQ BP BR 

zweiten Dimension smd. Setzt man nun -5— ä», -5— =5^ = 1, 5^ = flf, -q-^^- ==•»>» 

ox dy dx oy dz dx 

^s^ssn, ^sr, so eiiialt man für sammtliche Puncte der krummen Fläche, 

welche unendlich nahe bei A liegen, die Gleichung: 

in Beziehung auf wslche die vier tolgenaen Fälle zu unterscheiden siiid. 

1) Wenn sich das erste Glied der Gleichung in das Product zweiei oingleichen ra- 
tionalen Factoren vom ersten. Gcada in Jtezuff auf f, u und v auflösen läfst, so 
kann jeder dieser Factoren fiir sich ssO gesetzt werden; durch J gehen also dann 
zwei Äste der krummen Fläche, deren Jeder seine besondre berührende Ebene hat 

2) Wenn die beiden Factoren gleich sind, so fallen die beiden berührenden Ebenen 
in eine einzige zusammen. 

3) Stellt die Gleichunjg (a.) ein ima^äres Verhalten zwischen f , u und v auf, so 
ist der Punct A em isolirter conjujprter Punct der krummen Fläche. 

4) Wenn keiner der drei Fälle Statt &det, so ist die Gleichung die einer krummen 
Fläche von der zweiten Ordnung, welche bei A mit der ursprünglichen krum- 
men Fläche übereinstimmt. 

Um also zu sehen, ob einer der Umstände in einem Puncte einer krummen 

Fläche, deren Gleichung gegeben ist, eintrete, setze man ^ssPssO, ^ss(^sxO, 

jr- SS it SS 0. Ergeben sich hieraus Werthe, welche der Gleichung der krummen Fläche 

ein Genüge leisten, so substituire man dieselben in die Gleichung (o.), und sehe dann, 
welcher der so eben bemerkten 4 Fälle eintritt 

Wenn jedoch durch die Substitution die CoSfficienten auch in dieser Gleichung 
Null werden, so bleibt in def Entwicklung die Summe der Theilsätze bestehen, welche 
in Beziehung auf f, 11 und t; von der dntten Dimension sind, und die Untersuchung 
wird auf die nämliche Weise fortgesetzt 

Es wird hierbei vorausgesetzt, dals in der Gleichung F(jr, y, 2)sbO die Nenner 
weggeschafft sind. 
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